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Prefacio

El objetivo de este trabajo ha sido presentar los fundamentos teóricos detrás de dos
métodos utilizados para el cálculo de formas de Hilbert. Estos métodos son conocidos
como el método definido y el método indefinido, debido al uso que hacen de las álgebras
de cuaterniones denominadas definidas e indefinidas, respectivamente. Nos hemos enfo-
cado únicamente en los puntos que hemos considerado más importantes para entender
la relevancia y el funcionamiento de dichos métodos. Hemos intentado responder a la
siguientes preguntas: ¿qué es una forma de Hilbert? ¿qué quiere decir “calcular” en este
contexto? y ¿cómo hacemos para calcular formas de Hilbert?

Vale la pena aclarar que, en cuanto a la última de estas tres preguntas, el “cómo”,
la respuesta que damos aqúı es una respuesta parcial; nos hemos restringido a mostrar
que nuestros objetos de interés tienen diversas realizaciones, siendo algunas de ellas
más amenas al estudio mediante métodos computacionales. No nos hemos detenido,
sin embargo, en proporcionar una descripción detallada de los algoritmos involucra-
dos en estos cálculos. Los mismos se pueden hallar en las referencias; mencionamos,
particularmente, los trabajos [5, 6, 7, 10, 21, 49].

En el Caṕıtulo I, mencionamos algunas definiciones básicas e intentamos, dentro de
lo posible, ilustrar algunos puntos a desarrollar en los caṕıtulos subsiguientes, con el
caso del cuerpo de números racionales.

El Caṕıtulo II está dedicado a proporcionar resultados generales de la teoŕıa de
las álgebras de cuaterniones. Nos interesará, especialmente, entender el caso en el que
el cuerpo de base es un cuerpo de números. Para poder tratar este caso, repasamos
brevemente el lenguaje de los adèles y, utilizando esta herramienta, podremos enunciar
los teoremas de clasificación (Teorema II.20), de aproximación fuerte (Teorema II.23)
y de la norma (Teorema II.21). Dada un álgebra de cuaterniones y un orden en este
álgebra podemos definir un objeto análogo al grupo de clases de un cuerpo de números,
el conjunto de clases del orden. Los elementos de este conjunto son clases de ideales
invertibles y, en el caso de un orden de Eichler, la cantidad de dichas clases es finita.
Hacia el final del caṕıtulo enunciamos un resultado que relaciona el conjunto de clases
de un orden de Eichler con un grupo de clases del cuerpo de base.
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En el Caṕıtulo III, introducimos las formas de Hilbert sobre un cuerpo totalmente
real F ; daremos una definición “clásica”, como funciones en el producto hn de copias
del semiplano complejo superior, y una definición “adélica”, como funciones en el grupo
GL2(AF ). Este caṕıtulo también tiene por ojetivo introducir los operadores de Hecke
y mostrar en qué sentido es posible diagonalizarlos simultáneamente y caracterizarlos
por los sistemas de autovalores asociados. Calcular los espacios de formas de Hilbert, se
reduce entonces a determinar los posibles sistemas de autovalores para los operadores
de Hecke.

Los últimos dos caṕıtulos están dedicados a las formas modulares cuaterniónicas. En
el Caṕıtulo IV definimos formas modulares para un álgebra de cuaterniones arbitraria
y enunciamos la correspondencia de Jacquet-Langlands. Finalmente, en el Caṕıtulo V,
nos restringimos a las álgebras definidas y a las álgebras indefinidas ramificadas en todos
salvo un único lugar arquimediano, describiendo en mayor detalle los objetos utiizados
en la práctica para calcular efectivamente formas de Hilbert.

Notación

A lo largo del presente trabajo utilizaremos la siguiente notación sin nuevas acla-
raciones. Los śımbolos Z, Q, R, C y H denotan, respectivamente, el anillo de números
enteros racionales, los cuerpos de números racionales, reales y complejos y el álgebra de
cuaterniones de Hamilton. El semiplano complejo superior lo denotamos h. Si A es un
anillo, A× denotará su grupo de unidades. Dado un cuerpo de números denotado por
K, utilizamos oK para referirnos a su anillo de enteros. En general, letras como n, m, N
o M denotan ideales (́ıntegros o fraccionarios) en un cuerpo de números y p o q ideales
primos. Por último, GL2 denota el grupo de matrices invertibles de tamaño 2× 2.
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Caṕıtulo I

Introducción

Sea F un cuerpo de números de grado [F : Q] = n sobre Q. La extensión F/Q
se dice totalmente real, si F ⊗Q R ' Rn, es decir, si las n inmersiones no equivalentes
ιi : F ↪→ C tienen imagen en R. Sea x ∈ F y sean xi = ιi(x), i = 1, · · · , n. Se dice que
x es totalmente positivo, si xi > 0 para todo i. Abreviamos esto por x� 0. En general,
dado un cuerpo de números F con anillo de enteros oF , un ideal fraccionario de F (o
de oF ) es un oF -submódulo finitamente generado de F . Los ideales fraccionarios (no
nulos) conforman un grupo con la operación de multiplicación de ideales y el elemento
neutro es oF . Dado un ideal fraccionario a ⊂ F , su inverso está dado por

a−1 = {x ∈ F : xa ⊂ oF} .

Dos ideales fraccionarios a y b se dicen equivalentes, si existe x ∈ F tal que a = xb. Las
clases de equivalencia constituyen un grupo, el grupo de clases de F , denotado Cl(F ).
El número de clases de F es el cardinal h = h(F ) del grupo Cl(F ).

Si F es un cuerpo de números totalmente real, podemos distinguir una relación más
fuerte: los ideales a y b son equivalentes en sentido estricto, si existe x ∈ F totalmente
positivo tal que a = xb. En este caso, las clases también constituyen un grupo, denotado
por Cl+(F ), denominado grupo de clases estrictas de F . El cardinal de este grupo es el
número de clases estrictas de F y será denotado por h+ = h+(F ). Usando cada una de
las inmersiones de F en R, podemos mirar el grupo GL2(F ) dentro de GL2(R) v́ıa

γ =

[
a b
c d

]
7→ γi = ιi(γ) =

[
ιi(a) ιi(b)
ιi(c) ιi(d)

]
.

Si nos restringimos al subgrupo

GL+
2 (F ) =

{
γ ∈ GL2(F ) : det (γ)� 0

}
,

las matrices de determinante totalmente positivo, entonces GL+
2 (F ) actúa en el producto

1
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hn de n copias del semiplano de Poincaré por[
a b
c d

]
· z =

(
a1z1 + b1

c1z1 + d1

, . . . ,
anzn + bn
cnzn + dn

)
,

donde z = (z1, . . . , zn) ∈ hn y

[
a b
c d

]
∈ GL+

2 (F ) . Dado un ideal ı́ntegro N ⊂ oF

consideramos subgrupos de GL+
2 (F ) análogos a los subgrupos de congruencia Γ0(N),

N > 1, de SL2 (Z). Una diferencia importante con el grupo modular, es que es necesario
considerar varios subgrupos a la vez. Dado un ideal fraccionario a de F , definimos

Γ0(N, a) =

{[
a b
c d

]
∈ GL+

2 (F ) : a, d ∈ oF , b ∈ a, c ∈ Na−1, ad− bc ∈ o×F,+

}
.

Una forma de Hilbert clásica es, en analoǵıa con una forma modular eĺıptica, una
función holomorfa f : hn → C que satisface una regla de transformación

f
∣∣
k
γ = χ(γ)f ,

para toda γ en algún subgrupo de congruencia de GL+
2 (F ) y algún carácter χ, donde k =

(k1, . . . , kn) ∈ Zn es el peso de la forma modular. Espećıficamente, nos concetraremos
en el caso en que el carácter χ = 1 es trivial y el subgrupo de congruencia es uno de los
grupos Γ0(N, a). La regla de transformación se suele presentar de distintas maneras; la
definición usual es

f
∣∣
k
γ(z) =

( n∏
i=1

det (γi)
ki/2

j(γi, zi)ki

)
f(γz) , (I.0.1)

donde j : GL+
2 (R) × h → C× es el factor de automorf́ıa dado por j(γ, z) = cz + d.

Siguiendo [10], nosotros definiremos

f
∣∣
k
γ(z) =

( n∏
i=1

det (γi)
mi+ki−1

j(γi, zi)ki

)
f(γz) ,

con una elección particular de valores (enteros) mi.
Si bien muchas de las definiciones y propiedades se generalizan fácilmente desde

la situación de formas modulares a formas de Hilbert, muchas otras no. La definición
de los operadores de Hecke en los espacios de formas de Hilbert cuando h+ > 1, por
ejemplo, presenta algunas dificultades desde el punto de vista clásico. Estas dificultades
se resuelven pensando a las formas de Hilbert como funciones adélicas, es decir, funcio-
nes en GL2(F )\GL2(AF )1 que verifican ciertas condiciones de regularidad y tienen un

1En general, si F es un cuerpo de números, el anillo de adèles es el producto directo restringido
AF =

∏′
v Fv de las completaciones Fv del cuerpo en cada lugar v, con respecto a los abiertos compactos

oF,v –los subanillos compactos maximales– definidos para los lugares finitos. Ver la Definición II.16.

Escribimos también AF = F∞ × F̂ , donde F∞ =
∏
v∈V F

∞
Fv denota el producto sobre los lugares

arquimedianos y F̂ =
∏′
v∈V F

f
Fv denota el producto restringido únicamente sobre los lugares finitos.
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comportamiento adecuado respecto de la acción de un subgrupo compacto de GL2(AF )
y del centro Z(AF ).

Por otro lado, cocientes de la forma

G(F )\G(AF )

para un cuerpo de números F/Q y un grupo algebraico G definido sobre F (una manera
coherente de asignar un grupo a cada F -álgebra) suele clasificar objetos geométricos.
Por ejemplo, si F = Q y G = GL2/Q, se sabe que el cociente

G(Q)\G(AQ)/Z(R)SO(2)G(Ẑ) ,

donde Z ⊂ G es el centro (las martices escalares) y Ẑ =
∏

p Zp es el producto directo

sobre los lugares finitos, clasifica curvas eĺıpticas módulo isomorfismo.2 Un poco más en
general, dado N > 1 un entero, definimos un subgrupo abierto y compacto de GL2(Q̂)
de la siguiente manera: para cada lugar finito v ∈ V Q

f , si el primo p correspondiente a v
no divide a N , definimos K0(N)v := GL2(Zv). En cambio, si p divide a N , K0(N)v es
el subgrupo de GL2(Zv) de matrices con coordenada inferior izquierda en el ideal NZv.
Esto determina un subgrupo compacto abierto de GL2(Q̂):

K0(N) =
∏
v∈V Q

f

K0(N)v .

Dado que el determinante define un morfismo sobreyectivo det : K0(N)v → Z×v , por
aproximación fuerte (Teorema II.23), tenemos que3

GL2(AQ) = GL2(Q) GL2(R)K0(N) . (I.0.2)

Dado que GL2(Q) contiene elementos de determinante negativo, podemos reemplazar
GL2(R) por GL+

2 (R) en la igualdad anterior. En particular, la inclusión GL+
2 (R) ↪→

GL2(AQ) seguida de la proyección en el doble cociente GL2(Q)\GL2(AQ)/K0(N) es
sobreyectiva y el núcleo de esta composición es el subgrupo Γ0(N). Es decir,

Γ0(N)\GL+
2 (R) ' GL2(Q)\GL2(AQ)/K0(N) .

2Notemos que GL2(Ẑ) es un grupo abierto y compacto de la parte no arquimediana GL2(Q̂) y que
SO(2) es el subgrupo compacto (conexo) maximal de GL2(R). El producto

SO(2)GL2(Ẑ) ⊂ GL2(R)GL2(Q̂) = GL2(AQ)

es un subgrupo compacto.
3Si g ∈ GL2(AQ), existen λ ∈ Q× y r ∈ Ẑ× tales que det (g) = λ r, pues Q×\Q̂×/Ẑ× ' Cl(Q) =

{1} . Entonces, por ejemplo, g = [ λ 1 ] g1 [ r 1 ] , donde g1 ∈ SL2(AQ) tiene determinante 1 y [ r 1 ]
pertenece a K0(N).
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Tomando el cociente por los centros, se deduce que

Z(R)+ Γ0(N)\GL+
2 (R) ' Z(AQ) GL2(Q)\GL2(AQ)/K0(N) .

El grupo Z(R)+ consiste en las matrices escalares con coeficientes reales positivos. Sim-
plificando y dividiendo por SO(2),

Γ0(N)\SL2(R)/SO(2) ' Z(AQ) GL2(Q)\GL2(AQ)/K0(N) SO(2) . (I.0.3)

Pero el cociente de la izquierda se identifica con la curva modular Y0(N). En este caso,
el cociente adélico clasifica curvas eĺıpticas teniendo en cuenta información de la N -
torsión.

Podŕıamos decir que, en general, una forma modular es una función en G(F )\G(AF ).
Claro que, en cada caso, es necesario hallar condiciones sobre esta familia de funcio-
nes para poder extraer de ella un espacio de formas modulares adecuado. Las formas
modulares para el subgrupo de congruencia Γ0(N) se corresponden con cierto espacio
de funciones en GL2(AQ) (Proposición I.2) y, más generalmente, las formas modulares
de Hilbert para un cuerpo totalmente real F se pueden ver como funciones asociadas
al grupo GL2/F (§ III.5). De manera similar, el grupo de unidades de un álgebra de
cuaterniones B/F definida sobre una cuerpo de números totalmente real tiene asociada
una noción de forma modular (§ IV.4).

En este contexto, la correspondencia de Jacquet-Langlands es fundamental en tanto
que establece una relación entre formas de Hilbert cuspidales y formas cuaterniónicas.
Sea D el producto de los primos finitos en donde B ramifica (el discriminante de B,
ver § II.2) y sea N′ ⊂ oF un ideal ı́ntegro coprimo con D. Denotamos por Sk (N) y

por SBk (N) los espacios de formas de Hilbert cuspidales y, respectivamente, de formas
cuaterniónicas para el álgebra B de nivel N. El resultado es, entonces, el siguiente.

Teorema I.1 (Jacquet-Langlands). Existe un morfismo inyectivo

SBk (N′) ↪→ Sk (DN′)

que preserva la acción de Hecke y cuya imagen es el subespacio Sk (DN′)D−new de formas
nuevas en todo ideal primo divisor de D.

Como en el caso de las formas modulares eĺıpticas, existe, en esta situación, una
teoŕıa de formas nuevas y formas viejas, lo que permite, en conjunción con el Teo-
rema I.1, reducir el problema de calcular Sk (N) a trabajar con espacios de formas
cuaterniónicas, amenos para relizar cálculos expĺıcitos. Aun aśı, en la práctica, se pre-
senta un inconveniente: dado que los primos que componen a D son todos distintos, el
álgebra B estará limitada por el grado de la extensión F/Q y el nivel N (§ IV.5).

El Teorema I.1 pone de manifiesto que los espacios SBk (N) deben ser considerados
en conjunto. Sin embargo, conceptualmente, las funciones que los conforman son de
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naturaleza distinta. Espećıficamente, si B es un álgebra indefinida, tiene asociada una
variedad compleja, de dimensión igual a la cantidad de lugares arquimedianos no rami-
ficados del álgebra, y las formas cuaterniónicas para B son ciertas formas (diferenciales
holomorfas) sobre dicha variedad; si, en cambio, B es totalmente definida, el objeto
análogo es un conjunto finito de puntos y una forma modular es, simplemente, una fun-
ción definida en este conjunto. Esta diferencia se ve reflejada en los métodos utilizados
para calcular formas de Hilbert mediante su relación con las álgebras de cuaterniones.

En lo que resta de esta introducción, intentaremos mostrar, restringiéndonos a la si-
tuación en la que el cuerpo de base es Q, algunos puntos de la teoŕıa que desarrollaremos
más adelante en un contexto más general.

I.1. Formas modulares para GL2/Q

A continuación explicamos brevemente la correspondencia entre las formas modu-
lares eĺıpticas “clásicas” y sus contrapartes adélicas. En esta sección, la expresión f

∣∣
k
γ

estará dada por (I.0.1) con n = 1.
A una función f : h → C, le podemos asociar, bajo ciertas condiciones, una nueva

función φf : GL2(AQ) → C . Una función definida en GL2(AQ) se denomina función
adélica. Si g ∈ GL2(AQ), por (I.0.2), existen γ ∈ GL2(Q), g∞ ∈ GL+

2 (R) y α̂ ∈ K0(N)
tales que g = γg∞α̂. Si f

∣∣
k
γ = f para toda γ ∈ Γ0(N), entonces

φf (g) = det (g∞)k/2j(g∞, i)
−kf(g∞ · i) (I.1.1)

es independiente de la descomposición g = γg∞α̂ . Se puede comprobar que φf verifica
(i) a (iv) de la Proposición I.2. Queremos ver qué otras propiedades tiene esta función.

Además de estas condiciones de invarianza, φf satisface ciertas condiciones de re-
gularidad. Si f es una función meromorfa y de peso k invariante para Γ0(N), entonces
f ∈ Sk (Γ0(N)), si y sólo si la función Γ0(N)-invariante f(z) Im(z)k/2 está acotada en
h.4 En ese caso, la igualdad∣∣φf (γg∞α̂)

∣∣ =
∣∣f(g∞ · i) j(g∞, i)−k det (g∞)k/2

∣∣ =
∣∣f(z) Im(z)k/2

∣∣
(z = g∞ ·i) muestra que φf está acotada. Dado que el cociente Z(AQ) GL2(Q)\GL2(AQ)
tiene medida finita,5 se deduce que la integral de |φf |2 sobre este espacio es finita.

Ahora bien, la definición de forma cuspidal está dada en términos de las expansiones
de Fourier: si f ∈Mk (Γ0(N)) y

∑
n≥0 an(f

∣∣
k
γ) qn es la expansión de Fourier de f

∣∣
k
γ,

entonces f es cuspidal, si a0(f
∣∣
k
γ) = 0 para toda γ ∈ GL+

2 (Q). Podemos expresar los

4[35, Ch. 2, § 1]
5El cociente (I.0.3) se identifica con la curva modular Y0(N), que tiene volumen finito, y el grupo

K0(N) SO(2) es compacto.
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coeficientes de la siguiente manera:

an
(
f
∣∣
k
γ
)

=

∫ 1/2

−1/2

(
f
∣∣
k
γ
)
(z + t) e−2πin(z+t) dt

para cualquier z ∈ h. Para relacionar esto con el comportamiento de la función φf ,
tomamos x ∈ AQ y g ∈ GL2(AQ). Sea Φ la función

Φ(x) = φf

([
1 x

1

]
g

)
y notemos que, si a ∈ Q, entonces Φ(x+a) = Φ(x). Podemos considerarla como función
en el grupo compacto Q\AQ y admite una expansión de Fourier:

Φ(x) =
∑
a∈Q

ca ψ(ax) ,

donde ψ es un carácter de AQ trivial en Q. El coeficiente ca está dado por

ca =

∫
Q\AQ

φf

([
1 x

1

]
g

)
ψ(−ax) dx .

Nos interesa, en particular, c0. Sean γ, γ′ ∈ GL2(Q) , g∞, g
′
∞ ∈ GL+

2 (R) y α̂, α̂′ ∈ K0(N)
tales que

g = γg∞α̂ y

[
1 x

1

]
γg∞α̂ = γ′g′∞α̂

′ .

En particular,

g′∞ = (γ′∞)−1

[
1 x∞

1

]
γ∞g∞ ,

donde x∞ denota la componente arquimediana de x y γ∞ = ι∞(γ) ∈ GL2(R). Entonces

φf

([
1 x

1

]
γg∞α̂

)
= φf (γ

′g′∞α̂
′) = f(g′∞ · i) j(g′∞, i)−kdet (g′∞)k/2 .

Pero esto es igual a

(
f
∣∣
k
γ′−1
∞
)(

(γ∞g∞ · i) + x∞
)
j

([
1 x∞

1

]
γ∞g∞, i

)−k
det

([
1 x∞

1

]
γ∞g∞

)k/2
=
(
f
∣∣
k
γ′−1
∞
)(

(γ∞g∞ · i) + x∞
)
j(γ∞g∞, i)

−k det (γ∞g∞)k/2 ,
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por la propiedad de cociclo de j y porque la matriz asociada a x tiene determinante
1. Para recuperar los coeficientes de la expansión de Φ, integramos sobre el compacto[
− 1

2
, 1

2

]
×
∏

p Zp :

c0 =

∫
Q\AQ

φf

([
1 x

1

]
g

)
dx = C

∫
[− 1

2
, 1
2 ]×

∏
p Zp

(
f
∣∣
k
γ′−1
∞
) (

(γ∞g∞ · i) + x∞
)
dx

= C

∫ 1/2

−1/2

f
∣∣
k
γ′−1
∞ (z + t) dt = C a0(f

∣∣
k
γ′−1
∞ ) = 0

(C es simplemente alguna constante y z = γ∞g∞ · i). En definitiva, hemos demostrado
que la función φf asociada a una f cuspidal es de cuadrado integrable (módulo el centro):∫

Z(AQ)GL2(Q)\GL2(AQ)

|φf (g)|2 dg < ∞

y es cuspidal en tanto que ∫
Q\AQ

φf

([
1 x

1

]
g

)
dx = 0

para g ∈ GL2(AQ).
Esto no es suficiente para caracterizar la imagen de Sk (Γ0(N)) por la aplicación

f 7→ φf . Para ello, introducimos el operador de Casimir. Usando la descomposición de
Iwasawa, si g∞ ∈ GL+

2 (R) entonces existen x, θ ∈ R, y, u ∈ R>0 tales que

g∞ =

[
u

u

] [
y1/2 xy−1/2

y−1/2

] [
cos θ sen θ
−sen θ cos θ

]
. (I.1.2)

Teniendo en cuenta esta descomposición, definimos el operador de Casimir como

∆ = −y2

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
− y

∂2

∂x∂θ
.

La función φf satisface la ecuación diferencial:

∆φf = −k
2

(
k

2
− 1

)
φf ,

es decir, vista como función en GL+
2 (R), es C∞ y es solución de esta ecuación. Dada

g∞ ∈ GL+
2 (R), por (I.1.2), se cumple que

φf (g∞) = f(x+ iy) yk/2 eikθ . (I.1.3)
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Derivando respecto de las variables x, y, θ,

∂2

∂x2
φf (g∞) =

∂2f

∂x2
(x+ iy) yk/2 eikθ ,

∂2

∂x∂θ
φf (g∞) =

∂f

∂x
(x+ iy) yk/2(ik) eikθ ,

∂2

∂y2
φf (g∞) =

(
∂2f

∂y2
(x+ iy) yk/2 +

∂f

∂y
(x+ iy) k yk/2−1

+ f(x+ iy) k
2

(
k
2
− 1
)
yk/2−2

)
eikθ .

Al ser f una función holomorfa, se deduce que φf es autofunción de ∆ con autovalor
−k

2

(
k
2
− 1
)

.

Diremos que una función en GL2(AQ) = GL2(R) × GL2(Q̂) a valores complejos es
suave, si es C∞ en la primera variable y localmente constante en la segunda.

Proposición I.2 ([19, § 3]). La aplicación que a una función f : h → C le asigna la
función φf : GL2(AQ)→ C dada por

φf (γg∞α̂) = det (g∞)k/2j(g∞, i)
−k f(g∞ · i) (I.1.4)

determina un isomorfismo entre el espacio de formas cuspidales Sk (Γ0(N)) y el espacio
de funciones suaves φ : GL2(AQ)→ C que satisfacen

(i) φ(γg) = φ(g) para toda γ ∈ GL2(Q),

(ii) φ(gβ̂) = φ(g) para toda β̂ ∈ K0(N),

(iii) φ(grθ) = eikθ φ(g) para toda rθ =
[

cos θ sen θ

−sen θ cos θ

]
∈ SO(2) y

(iv) φ(ηg) = φ(g) para toda η ∈ Z(AQ),

y además

(v) φ es de crecimiento moderado: para todo compacto Ω ⊂ GL2(AQ) y toda c > 0,
existen constantes C y N positivas tales que, para g ∈ Ω y a ∈ A×Q tal que |a| > c∣∣∣∣φ([a 1

]
g

)∣∣∣∣ ≤ C|a|N ,

(vi) φ, como función de GL+
2 (R), es solución de la ecuación diferencial

∆φ = −k
2

(
k

2
− 1

)
φ ,

(vii) φ es cuspidal, es decir, ∫
Q\AQ

φ

([
1 x

1

]
g

)
dx = 0

para casi todo g.
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I.2. La relación con las álgebras de cuaterniones

Al igual que al grupo GL2/Q, a un álgebra de cuaterniones sobre un cuerpo de
números totalmente real se le puede asociar una noción de forma modular, denomi-
nada cuaterniónica. Su importancia viene, en parte, de que proporcionan una manera
de calcular formas modulares clásicas, es decir, bases o conjuntos de generadores de
estos espacios conformados por autoformas para la acción de los operadores de Hecke.
Esta relación está dada por la correspondencia de Jacquet-Langlands: a partir de una
“autoforma de Hecke cuaterniónica” fB para un álgebra de cuaterniones B sobre un
cuerpo de números totalmente real F/Q, es posible hallar una autoforma de Hecke θf
para GL2/F con los mismos autovalores.

Para ilustrar la idea, veamos un ejemplo sobre Q de cómo obtener (parte de) el
módulo de Hecke S2 (Γ0(N)) usando álgebras de cuaterniones y formas asociadas. Lo
que se encuentra a continuación está tomado de [15]; ver también [39].

Sea B un álgebra de cuaterniones sobre Q, definida, es decir, ramificada en ∞ y al
menos en algún lugar finito, con generadores i, j tales que

i2 = a , j2 = b e ij + ji = 0 ,

con a, b < 0. Si definimos k = ij, entonces {1, i, j, k} es una base de B sobre Q como
espacio vectorial. Sea K/Q la extensión cuadrática (imaginaria) Q(i) = Q(

√
a). Los

elementos de B se pueden expresar como matrices con coeficientes en el cuerpo K, v́ıa
las identificaciones

1 =

[
1

1

]
, i =

[√
a
−
√
a

]
, j =

[
1

b

]
, k =

[ √
a

−b
√
a

]
.

Si x = x0 + x1 i + x2 j + x3 k ∈ B , entonces x = z1 + z2 j, con z1 = x0 + x1 i y
z2 = x2 + x3 i elementos de K. Definimos[

z
]

=

[
z1 z2

b z̄2 z̄1

]
∈ M2×2(K) ,

donde ·̄ denota el automorfismo no trivial de K determinado por
√
a 7→ −

√
a. Dadas dos

indeterminadas X, Y , definimos una acción a derecha de B× sobre el espacio vectorial
de polinomios homogéneos en X e Y de grado 1 por[

X
Y

]
· z =

[
X · z
Y · z

]
:=
[
z
] [X

Y

]
=

[
z1X + z2Y
b z̄2X + z̄1Y

]
,

para cada z ∈ B×. En general, sobre el espacio de polinomios homogéneos de grado l,
se define 

X l

X l−1Y
...
Y l

 · z :=


(X · z)l

(X · z)l−1(Y · z)
...

(Y · z)l

 .
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Denotamos esta acción por φl(z). Definimos también φ0(z) = 1 para todo z ∈ B×, la
representación trivial.

Sea D el discriminante de B, el producto de los primos finitos en donde B ramifica.
Escribimos N = DN ′. Sea O = O1 un orden de Eichler de nivel N ′ en B. Esto quiere
decir que O es intersección de dos órdenes maximales de B y que, para todo primo p

que no divide a D, Op := O⊗Zp es conjugado al orden

[
Zp Zp
N ′Zp Zp

]
en Bp = M2×2(Qp).

Sea Clizq (O) el conjunto de clases de O-ideales a derecha (invertibles).6 El número de
clases H := #Clizq (O) es finito (ver el Teorema II.29). Sea I1 = O1 y sean I2, . . . , IH
representantes de las otras clases deO-ideales. SeanO2, . . . , OH sus respectivos órdenes
a izquierda. Para cada i, j ∈ [[1, H]] y n ≥ 1 se consideran los ideales ı́ntegros Ji,j en B
de norma n y tales que existe Ai,j ∈ B× con

Ji,j = Ai,j IjI
−1
i ,

es decir, ideales con orden a derecha Oder(Ji,j) = Oi, ı́ntegros y equivalentes a izquierda
a IjI

−1
i . Para cada i, definimos ei := |O×i | y, para cada n ≥ 1 y l ≥ 0, una matriz

Bl(n) = Bl(n;D,N ′) como

Bl(n) =
[
bl(n)i,j

]
i,j∈[[1,H]]

, bl(n)i,j =
∑
Ai,j

φl(Ai,j)
t 1

ei
.

La coordenada (i, j) de la matriz Bl(n) es el endomorfismo bl(n)i,j dado por la sumatoria∑
φl(Aij)

t(1/ei) sobre todos los elementos del conjunto{
Ai,j ∈ IiI−1

j : nrd(Ai,j IjI
−1
i ) = n

}
.

Estas definiciones se extienden al caso n = 0 por bl(0)i,j = 0, si l ≥ 1, y b0(0)i,j = 1/ei.
Las matrices B0(n) son de particular interés. Si n ≥ 1, sus coordenadas b0(n)i,j son

números enteros:

b0(n)i,j = #

{
ideales ı́ntegros Ji,j : Oder(Ji,j) = Oi,

Ji,j ∼ IjI
−1
i , nrd(Ji,j) = n

}
y, más aun, la sumatoria b(n) =

∑
i b0(n)i,j es independiente de j.7 Además, es posible

reducir simultáneamente en bloques, para n ≥ 0:8

B0(n) =

[
B0(n)′

b(n)

]
.

6Dos ideales I, J pertenecen a la misma clase, si I = bJ para cierto b ∈ B×; en tal caso, escribimos
I ∼ J . Comparar con [15, § II.5], en donde se consideran ideales cuyo orden a izquierda es O.

7[39, Lemma 2.18].
8[39, Remark 2.20].
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Sea θl(z;D,N ′) la serie

θl(z;D,N ′) =
∞∑
n=0

Bl(n;D,N ′) qn

(q = e2πiz). En [15], Eichler demuestra que los coeficientes de estas matrices son las
series de formas modulares para Γ0(DN ′) de peso l + 2. Si l > 0, dichas formas son
cuspidales. Para obtener formas cuspidales de peso 2 (cuando l = 0), se considera
la serie definida de manera análoga, con B0(n)′ en lugar de Bl(n). Al igual que los
operadores de Hecke, las matrices Bl(n) ((n,DN ′) = 1) generan un anillo conmutativo
y semisimple, y verifican las mismas identidades que dichos operadores.

Una consecuencia de esto es que es posible diagonalizar simultáneamente las matrices
Bl(n) (l fijo). Para l = 0, podemos diagonalizar la parte cuspidal B0(n)′, de manera
análoga. Para cada l ≥ 0, las series de matrices que se obtienen a partir de dichas
matrices diagonalizadas se corresponden con formas cuspidales que son autoformas para
todos los operadores de Hecke Tn ((n,DN ′) = 1). Sea Θl(D,N

′) el módulo generado
por las formas que se obtienen diagonalizando Bl(n) y Θ0(D,N ′)′ el módulo que se
obtiene de manera análoga a partir de las B0(n)′. El resultado prncipal de Eichler es el
siguiente (en un caso particular):

Teorema I.3 (Eichler). Sea N ′ ∈ Z libre de cuadrados y p un primo coprimo con
N ′. El módulo de Hecke S2 (Γ0(pN ′)), de formas cuspidales de peso 2 para Γ0(pN ′), se
descompone de la siguiente manera.

S2 (Γ0(pN ′)) = Θ0(p,N ′)′ ⊕ ι1(S2 (Γ0(N ′))) ⊕ ιp(S2 (Γ0(N ′))) .

Es decir, usando el álgebra definida que ramifica en un único primo finito p, es posible
aislar la parte de S2 (Γ0(pN ′)) conformada por las formas nuevas en p. Para hallar esta
descomposición, lo que se hace es encontrar objetos análogos a los operadores de Hecke
–estas matrices Bl(n), llamadas matrices de Brandt– y hallar una relación entre los
anillos que generan; concretamente, las matrices de Brandt, como los operadores de
Hecke, generan anillos conmutativos semisimples y las trazas de sus elementos son
iguales. Puesto que los coeficientes de las series θl son series theta asociadas a la forma
norma de los ideales del álgebra, se logra dar un conjunto de generadores del espacio de
formas cuspidales “aritméticamente distinguido”. Dadas autoformas de Hecke para el
álgebra de cuaterniones de discriminante D, se obtiene un conjunto de formas modulares
eĺıpticas cuspidales, también autoformas de Hecke, y con los mismos autovalores, entre
las cuales se puede hallar un subconjunto linealmente independiente generando la parte
correspondiente a las formas nuevas en D.
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I.3. Un ejemplo

Sea B = (−1,−11)Q el álgebra de cuaterniones de discriminante 11 sobre Q, gene-
rada por elementos {1, i, j, k} que verifican i2 = −1, j2 = −11 y k = ij = −ji. A modo
de ejemplo, calculamos el espacio SB2 (1) := Θ0(11, 1)′.

En primer lugar, buscamos un orden maximal en B. El ret́ıculo R = 〈1, i, j, k〉 es
un orden en B, pero no es maximal (disc (1, i, j, k) = 42 112). Si definimos ρ = 1+i+j+k

2

y z = 1+j
2

, entonces los ret́ıculos R′ = 〈1, i, j, ρ〉 y O = 〈1, i, z, iz〉 son órdenes y se
cumple O ⊃ R′ ⊃ R, con inclusiones estrictas. El orden O = 〈1, i, z, iz〉 es maximal y,
llamando qO a la forma cuadrática asociada,

qO(u, v, w, t) = nrd(u · 1 + v · i+ w · z + t · iz)

=
(
u+ w

2

)2
+ 11

(
w
2

)2
+
(
v + t

2

)2
+ 11

(
t
2

)2

= u2 + uw + 3w2 + v2 + vt+ 3 t2 ,

las unidades del orden O son los elementos x = u 1 + v i + w z + t iz ∈ O tales que
qO(u, v, w, t) = 1 (al ser B definida, la forma es positiva). Se comprueba que

∣∣O×∣∣ = 4.
En general, dado un ideal I = 〈α1, α2, α3, α4〉 de B, definimos la forma cuadrática

qI(u, v, w, t) = nrd(x)/nrd(I), donde x = uα1 + vα2 +wα3 + tα4 . Definimos, también,
el número de representación nI(p) como la cantidad de soluciones a la ecuación qI = p.
Si O es el orden a derecha de I y llamamos OI a su orden a izquierda, entonces el
cociente nI(p)/

∣∣O×I ∣∣ es igual al número de ideales de norma p, contenidos en el orden
O y pertenecientes a la clase del ideal I.9 Si p no divide al discriminante del álgebra,
entonces, eligiendo representantes {I1, . . . , IH} de Clizq (O),

p+ 1 =
H∑
i=1

ni(p)∣∣O×i ∣∣
(ni = nIi , qi = qIi y Oi = OIi).

Volviendo al ejemplo, sea p = 2. Entonces, se verifica que nO(2) = 4 y que, de los
tres ideales ı́ntegros de norma 2, sólo uno es principal. Por lo tanto, debe haber, al
menos, otra clase en Clizq (O). Antes de empezar a buscar otros ideales, observamos
que el elemento 1 + i ∈ O tiene norma reducida nrd(1 + i) = 2 y que el ideal ı́nte-
gro de norma 2 correspondiente a la clase principal es (1 + i)O. Observamos también
que, si dos ideales I, J cumplen J ⊂ I, entonces nrd(I) | nrd(J). Buscamos, enton-
ces, un ideal I ⊂ O de norma 2 que no sea principal. Para encontrarlo, notamos que

9Una inclusión J = b I ⊂ O equivale a bOI ⊂ I−1. Pero I−1 = nrd(I)−1 Ī, donde Ī es el ideal
que se obtiene conjugando los elementos de I (ver [39, Propo. 1.17] o el Corolario II.27 del presente
trabajo). En consecuencia, vale b I ⊂ O, si y sólo si OI

(
b̄nrd(I)

)
⊂ I, ya que los órdenes son estables

por tomar conjugado. Pero qI(b̄nrd(I)) = nrd(b I) y dos representaciones OI h = OI h′ difieren en una
unidad en O×I .
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nrd(2) = nrd(z − i) = 4. Entonces, los ideales principales 2O y (i− z)O tienen norma
4 y son distintos. Consideramos I = 2O+(z− i)O. Calculando los productos de (z− i)
contra los elementos de la base de O y ordenando los coeficientes, se puede corrobo-
rar que I = 〈1− zi, i+ z, i− z, 1 + zi〉. En particular, 2O, (z − i)O ⊂ I ⊂ O, con
inclusiones estrictas e I 6= (1 + i)O. Hemos encontrado dos ideales ı́ntegros de norma
2 pertenecientes a clases distintas. La forma cuadrática asociada a I es

qI(u, v, w, t) = 2
(
u2 + v2 + w2 + t2

)
+ uv − 2ut− 2 vw − wt .

Debemos hallar
∣∣O×I ∣∣ y nI(2). En primer lugar, nI(2) = 12. En cuanto a las unidades a

izquierda, OI = 〈1, τ, i− z,−i+ z〉, con τ = 1+zi
2

. La forma cuadrática correspondiente
está dada por

qOI = u2 + 4
(
v2 + w2

)
+ t2 − uv + uw + ut− 4 vw + wt .

El grupo de unidades tiene orden
∣∣O×I ∣∣ = 6. Verificamos la igualdad

nO(2)∣∣O×∣∣ +
nI(2)∣∣O×I ∣∣ = 3

Esto no quiere decir que [O] y [I] sean las únicas clases en Clizq (O). Para determinar
el número de clases, recurrimos a la fórmula de masa:10 si B ramifica en un único lugar
finito, l, y O es un orden maximal, en este caso se debe cumplir que

l − 1

12
=

H∑
i=1

1∣∣O×i : Z×
∣∣ .

De esta igualdad (con l = 11) y habiendo determinado los órdenes |O×| = 4 y |O×I | = 6,
se deduce que H = 2 y un conjunto de representantes está dado por {[O], [I]}.

En cuanto a los ideales ı́ntegros de norma 2, sólo uno de ellos pertenece a [O] y la
clase [I] da cuenta de los otros dos ideales. Inmediatamente, deducimos que

B2[O] = [O] + 2 [I] ,

donde Bp = B0(p) (no el álgebra sobre Qp). Para calcular el valor del operador B2

en la clase [I], basta con contar la cantidad de ideales principales de norma 2 nrd(I)
contenidos en I, ya que sólo hay dos clases de equivalencia y el total de ideales de norma
2 contenidos en I es 2 + 1 = 3. Pero

#
{
J ⊂ I : nrd(J) = 2 nrd(I), [J ] = [O]

}
=

nI(2)∣∣O×∣∣
10ver [38, Propo. 25], o [29, § 5] para el caso de un cuerpo de números
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(los ideales contabilizados son bO ⊂ I con nrd(b) = 2 nrd(I) y bO = b′O, si y sólo si
b−1b′ ∈ O×). Según las cuentas realizadas anteriormente,

B2[I] = 3 [O] .

Del cálculo de B2 deducimos, además, que, para calcular Bp, con p 6= 11, basta con
determinar el número de representación nO(p), pues, en general, si J = O o J = I,

Bp[J ] = α [O] + β [I] ,

donde α + β = p + 1, α = nJ(p)/|O×| y, si J = I, p + 1 = nO(p)
|O×| + nI(p)

|O×I |
. Aśı, por

ejemplo, usando la forma qO, calculamos nO(p) para p ≤ 17:

p 2 3 5 7 13 17
nO(p) 4 8 16 16 40 40

Esto nos permite expresar los operadores Bp para p ≤ 17, p 6= 11, en la base {[O], [I]}:

B2 =

[
1 2
3 0

]
, B3 =

[
2 2
3 1

]
, B5 =

[
4 2
3 3

]
, B7 =

[
4 4
6 2

]
,

B13 =

[
10 4
6 8

]
y B17 =

[
10 8
12 6

]
.

La matrizB2 tiene autovalores: 3 y−2, con autovectores e1 = 1
2

[O]+ 1
3

[I] y f1 = [I]−
[O], respectivamente. El espacio SB2 (1) admite un producto interno (producto interno
de Petersson), con respecto al cual las formas e1 y f1 son ortogonales (ver (V.2.6)). El
espacio de formas cuspidales tiene dimensión 1 y f1 es un generador. La forma f1 es
autofunción para los operadores B2, B3, B5, . . . con autovalores ap = −2,−1, 1, . . . Por
la correspondencia de Jacquet-Langlands, el espacio S2 (11)11−new es de dimensión 1,
generado por una autofunción para los operadores de Hecke con autovalores {ap}p 6=11.
Usando las relaciones para los operadores de Hecke, obtenemos los primeros términos
para la correspondiente autoforma normalizada:

F1 = q − 2 q2 − q3 + 2 q4 + q5 + 2 q6 − 2 q7 − 2 q9 − 2 q10 +O(q11) .



Caṕıtulo II

Preliminares

En esta sección repasamos algunos resultados de la teoŕıa de álgebras de cuaternio-
nes. Tomamos como referencia principal [48].

II.1. Álgebras de cuaterniones

Sea K un cuerpo. Sea B/K un espacio vectorial de dimensión cuatro con base
{1, i, j, k} y sean a, b ∈ K r {0}. Bajo las relaciones ji = k, 1 · h = h para todo h ∈ B,

i2 = 1 · a , j2 = 1 · b y ij = −ji ,

el espacio B se vuelve una K-álgebra. Si la caracteŕıstica de K es distinta de 2, un
álgebra definida de esta manera es un álgebra de cuaterniones sobre K. En tal caso
escribimos B = (a, b)K . Toda álgebra de cuaterniones sobre un cuerpo K es un álgebra
central simple (sobre K); rećıprocamente, toda álgebra central simple de dimensión
cuatro sobre K es un álgebra de cuaterniones. De ahora en más, todo cuerpo será de
caracteŕıstica cero, y esta descripción de las álgebras de cuaterniones será suficiente.1

Sea B = (a, b)K un álgebra de cuaterniones sobre el cuerpo K. La conjugación en
B es la transformación K-lineal ι de B determinada por

ι(x1 + i x2 + j x3 + k x4) = x1 − i x2 − j x3 − k x4 . (II.1.1)

Denotamos el conjugado ι(h) de h en B por h̄. La norma reducida de un elemento b ∈ B
se define como nrd(h) = hh̄ y su traza reducida es trd(h) = h+ h̄. En coordenadas,

nrd(h) = x2
1 − ax2

2 − bx2
3 + abx2

4 y trd(h) = 2x1 . (II.1.2)

1Si la caracteŕıstica de K es 2, se obtiene un álgebra de cuaterniones imponiendo las relaciones

i2 + i = 1 · a , j2 = 1 · b y ij = j (i+ 1) .

15
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En particular, nrd(h) y trd(h) son elementos del cuerpo K. Todo elemento h ∈ B es
solución de un polinomio cuadrático con coeficientes en K:

mh = X2 − trd(h)X + nrd(h) = (X − h) (X − h̄) ,

su polinomio minimal.

Lema II.1. Las unidades del álgebra B son, exactamente, los elementos de norma
reducida no nula:

B× =
{

nrd 6= 0
}

.

Además, la restricción a B× determina un morfismo de grupos nrd : B× → K×, al
que también se denomina norma reducida. Por otra parte, la traza reducida es una
transformación K-lineal trd : B → K y la aplicación

φ(h, h1) = trd(hh1)

es una forma K-bilineal no degenerada.

Ejemplo II.2. El álgebra de matrices B = M2×2(K) con coeficientes en un cuerpo
K es un álgebra de cuaterniones sobre K. El cuerpo K se identifica con las matrices

escalares I · a. Dada un matriz γ =

[
a b
c d

]
, la adjunta de γ es la matriz

γι =

[
d −b
−c a

]
.

Vale que γγι = det (γ) y que γ+γι = Tr(γ). El polinomio caracteŕıstico de γ está dado
por (X−γ) (X−γι) = X2−Tr(γ)X+det (γ) . En particular, γ y γι poseen los mismos
autovalores y son similares. Tomando

i =

[
−1

1

]
y j =

[
1

1

]
,

se obtiene una estructura de álgebra de cuaterniones en el espacio de matrices.2 Notamos
que el conjugado, la norma reducida y la traza reducida se realizan, respectivamente,
como la matriz adjunta, el determinante y la traza usuales.

Sea F/K una extensión finita de cuerpos y sea B = (a, b)K un álegbra de cua-
terniones sobre K. Tomando producto tensorial sobre K, se obtiene un álgebra de
cuaterniones sobre F : B ⊗K F = (a, b)K ⊗K F . Denotamos este álgebra por BF . Se
cumple que BF = (a, b)F .

2Si la caracteŕıstica de K es 2, tomamos

i =

[
1 1
1

]
y j =

[
1

1

]
.
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II.2. Órdenes e ideales

Sean R un anillo de Dedekind, K su cuerpo de fracciones, B/K un álgebra de
cuaterniones sobre K y V/K un espacio vectorial sobre K. Un (R-)ret́ıculo en V es un
R-módulo L ⊂ V finitamente generado. Un elemento x ∈ V se dice ı́ntegro, si R[x] es
un ret́ıculo. Un ret́ıculo L ⊂ V se dice completo, si L ⊗R K = V , si L contiene una
K-base de V .

Proposición II.3. Si V = B, x ∈ B es ı́ntegro, si y sólo si trd(x), nrd(x) ∈ R.

Un ret́ıculo completo en B se denomina ideal. Un orden en B es un ideal I ⊂ B que
cumple I ·I ⊂ I y 1 ∈ I, es decir, un ideal que es, además, un subanillo (con unidad) de
B. Todo elemento perteneciente a un orden es ı́ntegro (R es noetheriano y los órdenes
son finitamente generados).

Proposición II.4. Un subconjunto O ⊂ B es un orden, si y sólo si O es subanillo de
B, R ⊂ O, los elementos de O son ı́ntegros y O ·K = B.

Observación II.5. Sea x ∈ O, un orden de B. En general, x−1 = x̄ nrd(x)−1 y x̄ ∈ O
(por II.3). Si x ∈ O×, x−1 ∈ O y nrd(x)−1 ∈ R. Rećıprocamente, si nrd(x−1) ∈ R,
x−1 ∈ O. Aśı, se deduce que x ∈ O×, si y sólo si nrd(x) ∈ R×.

Si L,L′ ⊂ V son ret́ıculos, L∩L′ es un ret́ıculo. Si L′ es completo, dim(L∩L′ ·K) =
dim(L ·K) (basta expresar los elementos de L como combinaciones lineales de una K-
base de V contenida en L′). En particular, la intersección de dos ideales es un ideal y la
intersección de dos órdenes es un orden. Un orden se dice maximal, si no está contenido
propiamente en otro orden de B. Todo orden está contenido en algún orden maximal
(por II.4). Un orden de la forma O ∩O′ con O,O′ maximales en B se denomina orden
de Eichler.

II.2.1. Producto e inverso de ideales

Todo ideal I ⊂ B tiene asociados dos órdenes:

Oizq(I) =
{
h ∈ B : h · I ⊂ I

}
y Oder(I) =

{
h ∈ B : I · h ⊂ I

}
,

su orden a izquierda y su orden a derecha. Los conjuntos Oizq(I) y Oder(I) son órdenes
de B. Se dice que un ideal I es un ideal a izquierda de un orden O, si Oizq(I) = O;
análogamente, I se dice ser un ideal a derecha de O, si Oder(I) = O; si Oizq(I) =
Oder(I) = O, se dice que I es un (O-)ideal bilátero.

Dados ideales I, J ⊂ B, el producto de I con J se define como el R-módulo generado
por los porductos de la forma a · b, a ∈ I, b ∈ J :

I · J = 〈a · b : a ∈ I, b ∈ J〉R .
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El producto de ideales es un ideal y la operación (I, J) 7→ I ·J es asociativa. Se dice que
un producto I · J es coherente, si Oder(I) = Oizq(J). El (pseudo-)inverso de un ideal I
es el conjunto

I−1 =
{
h ∈ B : I h I ⊂ I

}
.

Este conjunto es un ideal de B y se cumple que:

Oizq(I−1) ⊃ Oder(I) ⊃ I−1I y Oder(I
−1) ⊃ Oizq(I) ⊃ II−1 . (II.2.1)

Un ideal I se dice invertible a derecha, si existe un ideal J tal que el producto I · J
es coherente y, además, I · J = Oizq(I) y, en tal caso, decimos que J es un inverso
a derecha de I; similarmente, I se dice invertible a izquierda, si existe un producto
coherente J · I = Oder(I); el ideal I se dice invertible, si existe un ideal J que es, a
la vez, inverso a derecha e inverso a izquierda de I, es decir, tal que las inclusiones en
(II.2.1) son igualdades, reemplazando I−1 por J . Un ideal es invertible, si y sólo si es
invertible a derecha y a izquierda.

Un ideal se dice normal, si Oizq(I) y Oder(I) son maximales; se dice ı́ntegro, si
I ⊂ Oizq(I) e I ⊂ Oder(I); y se dice principal, si I = hO′ e I = Oh, para cierto h ∈ B
(en ese caso, Oizq(I) = O y Oder(I) = O′).

Observación II.6. Para garantizar que un ideal I es, respectivamente, principal o
ı́ntegro, es suficiente verificar sólo una de las dos correspondientes condiciones. Si h ∈ B
y O ⊂ B, Oh = hO′, donde O′ = h−1Oh, el orden a izquierda de este ideal es O y su
orden a derecha es O′. Si I ⊂ Oizq(I), I · I ⊂ I e I ⊂ Oder(I), y viceversa. Lo mismo
es cierto en cuanto a la propiedad de un ideal de ser normal: Oder(I) es maximal, si y
sólo si Oizq(I) es maximal.3

II.2.2. El diferente

La norma reducida de un ideal I ⊂ B es el ideal de K generado por las normas
reducidas de los elementos de I:

nrd(I) = 〈nrd(x) : x ∈ I〉R ⊂ K .

Esto define un ideal fraccionario de K: si {αk}k es una R-base de I y x =
∑

k akαk ∈ I,

nrd(x) =
∑
i<j

aiaj
(
nrd(αi + αj)− nrd(αi)− nrd(αj)

)
+
∑
k

(ak)
2 nrd(αk)

y, entonces, nrd(x) es una combinación R-lineal de las finitas normas reducidas nrd(αk)
y nrd(αi + αj). La traza reducida, por otra parte, permite definir el dual de un ideal.

3[11, Satz 12, § 2]
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Como hemos mencionado (Lema II.1), la aplicación φ : B×B → K dada por φ(h, h1) =
trd(hh1) es una forma bilineal no degenerada. El dual de un ideal I es el conjunto

I∗ =
{
x ∈ B : trd(x · I) ⊂ R

}
.

Este conjunto es un ideal. Por la ciclicidad de la traza, I ⊂ (I∗)∗ y, dado que I∗ contiene
a la base dual respecto de φ de una base en I, vale que (I∗)∗ ⊂ I. Es decir, (I∗)∗ = I .
En particular,

Oizq(I∗) = Oder(I) . (II.2.2)

Observación II.7. Para todo par de ideales I, J de B, vale que

(I · J)∗ =
{
x ∈ B : xI ⊂ J∗

}
=
{
x ∈ B : Jx ⊂ I∗

}
.

Si O ⊂ B es un orden, su diferente es el ideal (O∗)−1 de B. De la igualdad (II.2.2)
y de la expresión (II.2.1), con O∗ en lugar de I, se deduce que

O ⊂ Oizq

(
(O∗)−1

)
∩ Oder

(
(O∗)−1

)
.

Esto quiere decir que el diferente es estable por multiplicación por elementos del mismo
orden a ambos lados. Dado que 1 ∈ O∗, se verifica también que (O∗)−1 ⊂ O y, en
particular, el diferente de un orden es un ideal ı́ntegro.

La definición del ideal diferente es válida para cualquier ideal. Dado un ideal I de
B, dI denota el ideal en el cuerpo K definido como la norma reducida del ideal (I∗)−1:

dI = nrd
(
(I∗)−1

)
.

Si I = O es un orden, lo llamamos discriminante (reducido) de O. El discriminante
proporciona una manera de determinar si un orden es maximal.

Proposición II.8. Sean O,O′ ⊂ B dos órdenes. Entonces O ⊂ O′ implica dO ⊂ dO′.
Si, además, dO = dO′, entonces O = O′.

II.2.3. Ideales principales

Sea I = Oh un ideal principal de B y sea O′ = h−1Oh su orden a derecha. Entonces

I−1 = h−1O = O′h−1 .

En particular, I es invertible. Si I ′ = O′h′, entonces

I · I ′ = Ohh′ = hh′O′′ ,
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donde O′′ = (h′)−1O′h′. En general, el producto coherente de ideales principales es
principal y sea cumple

Oizq(IJ) = Oizq(I) y Oder(IJ) = Oder(J) .

El pseudoinverso de un ideal principal también es principal y es un verdadero inverso.
La norma reducida de un ideal principal I = Oh es el ideal principal

nrd(I) = R nrd(h)

en el cuerpo K. El inverso de un ideal principal I se puede escribir en términos de su
norma reducida:

I−1 = I nrd(I)−1 ,

donde I =
{
x̄ : x ∈ I

}
. Si J = O′h′, de manera que IJ sea coherente, entonces

nrd(IJ) = nrd(I) nrd(J) .

II.2.4. Ideales invertibles

Sea I un ideal invertible a derecha con inverso (a derecha) J . Por definición del
pseudo inverso, como IJI = Oizq(I) I = I, vale que J ⊂ I−1. Pero también, como
Oder(I) = Oizq(J),

I−1 = I−1 (IJ) = (I−1I) J ⊂ J .

Entonces debe ser J = I−1. En particular, I es invertible a derecha, si y sólo si I · I−1

es un producto coherente y vale I · I−1 = Oizq(I). En tal caso, I−1 es su único inverso a
derecha. La afirmación análoga acerca de la invertibilidad a izquierda también es cierta.
En particular, I es invertible, si y sólo si las inclusiones en (II.2.1) son todas igualdades.

Sean O y O′ dos órdenes en B y sean I y J dos ideales de B tales que Oizq(I) = O,
Oder(J) = O′ y que IJ sea coherente. En general, O ⊂ Oizq(IJ). Si asumimos que J es
invertible a derecha, entonces

x I = x I (JJ−1) ⊂ IJJ−1 = I ,

para todo x ∈ Oizq(IJ). Se deduce que Oizq(IJ) = O. Un argumento análogo muestra
que, si I es invertible a izquierda, entonces Oder(IJ) = O′.

Si O = O′, entonces podemos definir un grupo, el grupo de O-ideales biláteros e
invertibles. Denotamos este grupo por I (O). Como ya hemos mencionado, los ideales
principales son invertibles y sus inversos son principales y el producto de dos ideales
principales es principal, con lo que podemos definir el subgrupo de ideales principales,
P (O) ≤ I (O). En general, si O 6= O′, no hay estructura de grupo y obtenemos un
grupoide considerando todos los conjuntos I (O,O′) de ideales invertibles cuyo orden a
izquierda es O y O′ a derecha.



21

Observación II.9. Sea O un orden y sea I un ideal a izquierda de O. El producto
I · I∗ es coherente y se cumple, por la Observación II.7, que (I · I∗)∗ = O . Dualizando,
I · I∗ = O∗. Si, ahora, O∗ es invertible a derecha, entonces vale que

I ·
(
I∗ (O∗)−1

)
= O ,

con todos los productos coherentes. Es decir, todos los ideales I tales que Oizq(I) = O
son invertibles a derecha y sus inversos están dados por I−1 = I∗ (O∗)−1.

Cuando el orden es maximal todos los ideales resultan ser invertibles.

Proposición II.10. Sea O un orden maximal. Si I es un ideal a izquierda de O,
entonces I es invertible a derecha. Es decir, el producto I · I−1 = O es coherente.

Demostración. El producto I · I−1 es compatible, por maximalidad de O y II.2.1. Si
denotamos por A este ideal, entonces A es un O-ideal bilátero, normal e ı́ntegro. Por
definición, AA−1 ⊂ O y, por lo tanto, (AA−1) I = I. Esto quiere decir que I−1A−1 ⊂ I−1

y, entonces, A−1 ⊂ Oder(I
−1) = O, por maximalidad. Pero A,A−1 ⊂ O sólo puede

suceder si A = O.4

Corolario II.11. Si I es un ideal normal, entonces I es invertible.

II.3. Álgebras de cuaterniones sobre cuerpos locales

II.3.1. Clasificación local

En general, un álgebra de cuaterniones sobre un cuerpo, o bien es isomorfa a un
álgebra de matrices, o bien es de división. Todo anillo de división con una cantidad
finita de elementos es conmutativo; sobre un cuerpo finito, entonces, toda álgebra de
cuaterniones es isomorfa al álgebra de matrices con coeficientes en el cuerpo. Sobre el
cuerpo de números complejos –o, en general, sobre un cuerpo separablemente cerrado–
existe, también, una única clase de isomorfismo de álgebras de cuaterniones.

Toda álgebra de división real, no conmutativa y de dimensión finita es isomorfa al
álgebra de cuaterniones de Hamilton, H = (−1,−1)R. Hay, entonces, exactamente dos
clases de isomorfismo de álgebras de cuaterniones reales: la clase del álgebra de matrices
M2×2(R) y la clase de las álgebras de división, representadas por H. Esto es cierto bien
en general.

Teorema II.12 (Clasificación local). Sea K un cuerpo local distinto de C. Entonces
existe una única álgebra de cuaterniones de división, salvo isomorfismo.

4[11, Satz 6, § 2]
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II.3.2. Órdenes e ideales sobre cuerpos locales no arquimedianos

En esta sección asumimos queK es un cuerpo local. Como antes, denotamos porR su
anillo de enteros y fijamos un álgebra de cuaterniones B/K. Dividiremos la descripción
en dos casos: B es isomorfa a un álgebra de matrices, o bien B es de división. Pero
antes hacemos una observación válida en ambos.

Sabemos que, si un ideal I es principal, entonces es invertible. Sobre un cuerpo local
estas dos nociones coinciden.

Proposición II.13 ([28, Thm. 2]). Sea B un álgebra de cuaterniones sobre un cuerpo
local. Si I es un ideal invertible de B, entonces I es principal. En particular, Oder(I) y
Oizq(I) son conjugados.

Es decir, en las álgebras de cuaterniones sobre un cuerpo local, I (O,O′) = P (O,O′),
para todo par de órdenes; además, I (O,O′) 6= ∅ implica O = hO′h−1 para cierto
h ∈ B. En general, dados órdenes O y O′ de B, I = O·O′ es un ideal. Si dichos órdenes
son maximales, entonces I ∈ I (O,O′). Esto demuestra el siguiente corolario.

Corolario II.14. Sea B un álgebra de cuaterniones sobre un cuerpo local. Si O y O′
son órdenes maximales en B, entonces son conjugados.

Llamamos discriminante reducido de B/K al ideal dB de K igual al discriminante
reducido de cualquiera de sus órdenes maximales:

dB = dO .

Por el Corolario II.14, este ideal está bien definido.
En lo que resta de esta sección, suponemos que K es una extensión finita de Qp y

elegimos un uniformizador local, al cual también denotaremos por p. Sea R su anillo de
enteros y sea P = Rp el único ideal maximal.

B ' M2×2(K)

Sea V/K un espacio vectorial de dimensión 2. Eligiendo una base de V , B se identi-
fica con el álgebra de endomorfismos de V , End(V ). Bajo esta identificación, los órdenes
maximales de B son de la forma EndR(L), donde L es un ret́ıculo completo de V . En
particular, todos los órdenes maximales de B son conjugados al orden[

R R
R R

]
= M2×2(R) ,

cuyo discriminante reducido es igual a dM2×2(R) = R.
Sea L ⊂ V un ret́ıculo. Si x ∈ K×, se cumple que EndR(xL) = EndR(L). Si L′ es un

ret́ıculo completo, porque L es finitamente generado y L′ contiene una K-base de V ,
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existe D ∈ R tal que D · L ⊂ L′. Supongamos, entonces, que L ⊂ L′ y que ambos son
completos. Existen una R-base {f ′, g′} de L′ y enteros a, b ∈ Z tales que {f ′pa, g′pb}
es una R-base de L. En la dirección opuesta, si {f, g} es una R-base de L, existe una
única R-base de L′ de la forma {fpm, fr + gpn}, con m,n enteros y r perteneciente
a un sistema de representantes de R/Rpn dado. De esto se deduce que los ideales a
izquierda de M2×2(R) e ı́ntegros son los ideales de la forma

M2×2(R)

[
pm r

pn

]
,

donde m,n ≥ 0 y r pertenece a un sistema de representantes de R/Rpn dado. Todos
estos ideales son distintos y, en paritcular, la cantidad de ideales de norma reducida
igual a Rp es 1 + |R/Rp|.

Sean O = EndR(L) y O′ = EndR(L′) dos órdenes maximales. Asumiendo que
L ⊂ L′, existen bases {f ′, g′} y {f ′pa, g′pb} de L′ y de L, respectivamente. La distancia
entre O y O′ es

dist(O,O′) := |b− a| .

El nivel del orden de Eichler O ∩O′ es la distancia dist(O,O′) entre los órdenes maxi-
males.

Proposición II.15. Sea O un orden de M2×2(K). Las propiedades siguientes son equi-
valentes: (i) existe un único par O1,O2 de órdenes maximales tales que O = O1 ∩ O2;
(ii) O es de Eichler; (iii) existe un único entero e ≥ 0 tal que O es conjugado a[

R R
Rpe R

]
. (II.3.1)

El entero e en la proposición anterior es igual al nivel del orden de Eichler O.
Decimos también que el nivel de O es Rpe. Se verifica que el discriminante reducido del
orden (II.3.1) es Rpe. A este orden en M2×2(K) lo llamamos orden de Eichler estándar
de nivel Rpe y lo denotamos O0(Rpe). En general, el discriminante reducido de un
orden de Eichler de nivel Rpe en B es Rpe.

B 6' M2×2(K)

La valuación v en K se extiende a una valuación en B componiendo con la norma
reducida. Si v : K× → Z con v(p) = 1, definimos w : B× → Z por

w = v ◦ nrd .
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que es una valuación discreta en B. Como nrd : B× → K× es sobreyectiva,5 existe
π ∈ B× cuya norma reducida es igual a nrd(π) = p. Entonces, si

O :=
{
w ≥ 0

}
y P :=

{
w > 0

}
,

el único orden maximal de B es O, cuyo único ideal bilátero e ı́ntegro maximal es P ,
que es principal (P = Oπ = πO). Hay un único orden de Eichler y es igual a O. Todo
O-ideal a izquierda es un O-ideal a derecha y, por lo tanto, bilátero. Los ideales de O
(a derecha o a izquierda) son todos de la forma P i con i ∈ Z y, en particular, son todos
principales. Además, (O∗)−1 = P y dO = nrd(P) = Rp.

II.4. Grupos en los adèles

En esta sección repasamos las definiciones del anillo de adèles y del grupo de idèles
de un cuerpo de números y algunas construcciones relacionadas. Aprovechamos también
para indicar la notación que se utilizará en el resto del trabajo.

Sea V un conjunto de ı́ndices y, para cada v ∈ V , sea Gv un grupo. Si además
contamos con un subconjunto finito S ⊂ V y, para cada v 6∈ S, con un subgrupo
Cv ≤ Gv, podemos definir el producto restringido de los Gv respecto de los Cv:

G =
{

(xv)v∈V ∈
∏
v∈V

Gv : xv ∈ Cv para casi todo v ∈ V r S
}

.

Denotaremos este grupo por
∏′

v Gv, cuando no sea necesario mencionar expĺıcitamente
el conjunto de lugares S y la familia de subgrupos Cv. Decimos que una propiedad se
cumple para casi todo elemento de un conjunto, si se cumple para todos los elementos
salvo posiblemente finitos de ellos. En los casos que nos interesan, los grupos Gv son
grupos topológicos localmente compactos y, cuando están dados, los subgrupos Cv son
abiertos y compactos. En este caso, el producto restringido G tiene estructura de grupo
topológico localmente compacto. Una base de entornos del elemento neutro está dada
por los subconjuntos de la forma

∏
v∈V Uv, donde cada Uv es abierto con clausura

compacta y Uv = Cv, para casi todo v. Los conjuntos de ı́ndices V y S son, más
aun, V = V K , el conjunto de lugares de un cuerpo de números K/Q, y S ⊂ V K un
subconjunto finito de lugares que contiene los lugares arquimedianos.

Fijemos K/Q un cuerpo de números. Denotamos por oK su anillo de enteros y por
V K el conjunto de lugares de K. Escribimos V K

f y V K
∞ para referirnos, respectivamente,

al subconjunto de lugares finitos, o no arquimedianos, correspondientes a los primos de
oK , y al subconjunto de lugares infinitos, o arquimedianos. Si v ∈ V K , denotamos la
completación de K en v por Kv. Si v ∈ V K

f , denotamos el orden maximal en Kv por

5[53, Ch. X § 2]



25

oK,v, compuesto por los elementos de módulo menor o igual a 1. Si S es un subconjunto
finito de lugares de K que contiene a V K

∞ , el anillo de S-enteros está definido por

oK(S) =
⋂
v 6∈S

(
K ∩ oK,v

)
.

Este conjunto es un subanillo de K y un dominio de Dedekind. Si S = V K
∞ , entonces

oK(S) = oK .

Definición II.16. El anillo de adèles de K, denotado AK , es el producto restringido
determinado por S = V K

∞ , Gv = Kv y Cv = oK,v. Es un anillo topológico. El grupo de
idèles de K, denotado A×K , es el grupo topológico que se obtiene tomando S = V K

∞ ,
Gv = K×v y Cv = o×K,v. Es igual al grupo de unidades de AK (como conjunto).

Sea B/K un álgebra de cuaterniones sobre K. Dado v ∈ V K , se obtiene un álgebra
de cuaterniones sobre la completación Kv extendiendo escalares:

Bv = B ⊗K Kv .

Sea S ⊂ V K un subconjunto finito de lugares de K que contiene V K
∞ y sea O ⊂ B un

oK(S)-orden del álgebra. Si v ∈ V K
f r S, entonces

Ov = O ⊗oK(S) oK,v

define un (oK,v-)orden en Bv.

Definición II.17. El anillo de adèles de B, denotado AB, es el producto restringido
de Gv = Bv respecto de Cv = Ov (definidos para v 6∈ S). Esta definición no depende
del conjunto finito S (siempre que contenga V K

∞ ), ni del orden O elegidos; se verifica
que

AB = B ⊗K AK .

El grupo de idèles de B, denotado A×B, es el producto restringido que se obtiene eligiendo
Gv = B×v y Cv = O×v . Es un grupo topológico y el grupo de unidades de AB.

En general, si V = V K , S ⊃ V K
∞ es un subconjunto finito, {Gv : v ∈ V K} es

una familia de grupos indexada por los lugares de K y {Cv : v 6∈ S} es una familia
de subgrupos, entonces el producto restringido se descompone como producto de una
parte arquimediana y una parte no arquimediana:

G = G∞ × Ĝ ,
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donde G∞ =
∏

v∈V K∞
Gv y Ĝ =

∏′
v∈V Ff

Gv es el producto restringido de {Gv : v ∈ V K
f }

respecto de {Cv : v ∈ V K
f r S}. Con respecto a los ejemplos anteriores, usaremos la

siguiente notación:

AX = X∞ × X̂ y A×X = X×∞ × X̂× ,

donde X = K o B. Si S ⊂ V K es un subconjunto finito que contiene los lugares
arquimedianos, entonces

ôK(S) =
∏

v∈V Kf rS

oK,v y ôK(S)
×

=
∏

v∈V Kf rS

o×K,v

definen, respectivamente, un subanillo compacto de K̂ y su grupo de unidades, también
un subgrupo compacto de K̂× con la topoloǵıa heredada de los idèles. Análogamente,

Ô =
∏

v∈V Kf rS

Ov = O ⊗oK(S) ôK(S) y Ô× =
∏

v∈V Kf rS

O×v

definen un subanillo compacto de B̂ y su grupo de unidades, que es un subgrupo com-
pacto en B̂×.

II.5. Álgebras de cuaterniones sobre un cuerpo de números

Sean K/Q un cuerpo de números, S ⊂ V K un subconjunto finito de lugares que
contiene V K

∞ , E/K un K-espacio vectorial de dimensión finita y L ⊂ E un oK(S)-
ret́ıculo. Para cada lugar v ∈ V K , sean

Ev = E ⊗K Kv y Lv = L⊗oK(S) oK,v

el espacio vectorial sobre la completación Kv determinado por extensión de escalares
y, respectivamente, el oK,v-ret́ıculo en Ev generado por L, su clausura (Lv sólo está
definido para v ∈ V K

f r S). Si Mv es un ret́ıculo en Ev, decimos que Mv es un ret́ıculo
local. Para enfatizar que L es un ret́ıculo en el espacio sobre K, decimos que L es un
ret́ıculo global. Si x ∈ E, denotamos por xv su imagen en Ev, es decir, xv = x⊗ 1.

Proposición II.18. Sea E/K un espacio vectorial sobre K y sean L0 y L ret́ıculos en
E. Entonces

(i) L =
⋂
v∈V Kf rS E ∩ Lv y

(ii) Lv = L0,v para casi todo v ∈ V K
f r S.

Además, (iii) si {Mv}v∈V Kf rS es una familia de ret́ıculos locales tales que Mv = L0,v

para casi todo v, existe un (único) ret́ıculo global L′ ⊂ E tal que L′v = Mv para todo
v ∈ V K

f r S.
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II.5.1. El teorema de clasificación

Sea B/K un álgebra de cuaterniones sobre K. Dado v ∈ V K , se dice que B ramifica
en v, si el álgebra de cuaterniones Bv/Kv pertenece a la clase de las álgebras de división.
El conjunto de ramificación de B es el conjunto de lugares v de K en donde B ramifica.
Denotamos este conjunto por Ram(B).

Observación II.19. El conjunto Ram(B) es un conjunto finito. Sea L el ret́ıculo en B
generado por una K-base. Entonces L es un ret́ıculo completo. Por la Proposición II.18,
para casi todo lugar finito v, el ret́ıculo local Lv debe ser igual a un orden maximal en
la correspondiente álgebra Bv. Por otro lado, el ideal discriminante reducido dL ⊂ K
es un ret́ıculo completo en K y, por lo tanto, (dL)v = oK,v (el orden maximal) para casi
todo v. Entonces, el discriminante del álgebra Bv es dBv = dLv = oK,v para casi todo
v. En definitiva, por lo visto en la Sección II.3.2, Bv ' M2×2(Kv), salvo, posiblemente,
en finitos lugares.

El discriminante reducido de B/K, denotado por dB, se define como el producto de
los ideales primos correspondientes a los lugares finitos en donde B ramifica. Se cumple

dB =
∏

v∈Ram(B)∩V Kf

pv =
⋂
v∈V Kf

(
K ∩ dBv

)
,

o, lo que es lo mismo, (dB)v = dBv .

Teorema II.20 (Clasificación global). El cardinal del conjunto Ram(B) es par. Si S
es un subconjunto de lugares de K de cardinal par, existe, salvo isomorfismo, una única
álgebra de cuaterniones cuyo conjunto de ramificación es S.

En particular, el teorema de clasificación nos dice que dos álgebras de cuaterniones
sobre un cuerpo de números son isomorfas, si y sólo si son isomorfas localmente.

II.5.2. El teorema de la norma

Se dice que B es indefinida, si B ramifica en algún lugar arquimediano. Si Bv es
de división para todo v ∈ V K

∞ , se dice que B es (totalmente) definida (esto último
solamente es posible cuando K/Q es totalmente real).

Teorema II.21. La imagen del morfismo nrd : B× → K× es

nrd(B×) = K×(+) =
{
x ∈ K : xv > 0 , si v ∈ V K

∞ ∩ Ram(B)
}

.

Si K/Q es una extensión totalmente real, un elemento x ∈ K es totalmente positivo,
si xv > 0 para todo lugar arquimediano v ∈ V K

∞ . Escribimos x � 0 para indicar que
x es totalmente positivo y denotamos por K×+ = {x ∈ K× : x � 0} el subgrupo
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de elementos totalmente positivos de K. Dada un álgebra de cuaterniones B/K, los
elementos cuya norma reducida es totalmente positiva conforman un subgrupo que
denotamos por B×+ = {γ ∈ B× : nrd(γ)� 0} .

Observación II.22. Si el grado de la extensión K/Q es igual a n = [K : Q] y B/K
ramifica en n− r lugares arquimedianos, entonces B∞ ' M2×2(R)r ×Hn−r y

B×/B×+ ' K×(+)/K
×
+ ' (Z/2Z)r ,

v́ıa la norma reducida.

II.5.3. Aproximación fuerte

Sea S ⊂ V K un subconjunto finito. Sea B1 el subgrupo de B× de elementos de
norma reducida uno, sea B1

v el subgrupo correspondiente en B×v y sea B1
S :=

∏
v∈S B

1
v .

Cada B1
v es compacto, si y sólo si B ramifica en v y B1

S es compacto, si y sólo si
S ⊂ Ram(B). Dado un orden O ⊂ B, sean O1 = O× ∩ B1, O1

v = O×v ∩ B1
v y A1

B el
producto restringido de los grupos B1

v respecto de los subgrupos compactos O1
v (siempre

que estén definidos).

Teorema II.23 (de aproximación fuerte, [48, Théorème III.4.3]). Sea S ⊂ V K un
subconjunto finito que contiene al menos un lugar arquimediano. Entonces, si B1

S no es
compacto, B1 ·B1

S es denso en A1
B.

De ahora en adelante, tomamos S = V K
∞ . Entonces B1

S es compacto, si y sólo si B
es totalmente definida.

II.6. Propiedades locales

Dado X ⊂ B, decimos que X satisface una propiedad localmente, si todas las clau-
suras Xv, v ∈ V K

f , tienen la propiedad correspondiente.

Observación II.24. Un elemento x ∈ B es ı́ntegro, si y sólo si, para todo lugar finito
v, xv ∈ Bv es ı́ntegro.

Proposición II.25. Las propiedades de un ret́ıculo de ser un ideal (ret́ıculo completo) o
de ser un orden son propiedades locales. En consecuencia, también lo son las propiedades
de ser un orden maximal o de ser un orden de Eichler.

Demostración. Sea L un ret́ıculo en B tal que Lv ⊂ Bv posee un conjunto generador
de Bv sobre Kv. Dado un elemento h ∈ B, si hv denota su imagen en Bv, se cumple
que hv ∈ Lv para todo lugar v, salvo, posiblemente, una cantidad finita. Sea S ⊂ V K

f

el conjunto conformado por dichos lugares. Aun si hw 6∈ Lw, existe Dw ∈ oK,w tal que
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Dwhw ∈ Lw. Como cada ret́ıculo Lw es abierto en Bw, por densidad, existe D ∈ K tal
que Dh ∈ Lw. Entonces Dh (o un múltiplo) pertenece a

⋂
v∈V Kf

(
B ∩ Lv

)
= L .

Sea I ⊂ B un ret́ıculo tal que, para cada lugar finito v, Iv es un orden en Bv. Por el
párrafo anterior, I contiene una K-base de B. Por la Observación II.24, los elementos
de I son ı́ntegros. Dado que también se cumple Iv ⊃ oK,v ⊃ oK para todo v, el ret́ıculo I
contiene a oK . Finalmente, I · I ⊂ Iv para todo v implica I · I ⊂ I y, por la Proposición
II.4, I es un orden.

Sea O un orden en B tal que Ov es maximal para todo lugar finito v y O′ ⊃ O es
un orden, entonces O′v = Ov para todo v y O = O′.

Sea O un orden de B. Sea O′ un orden maximal que lo contiene. Supongamos que,
para cada lugar finito v, existen órdenes maximales tales queOv = O1,v∩O2,v , entonces,
para casi todo v,

Ov = O1,v = O2,v = O′v

y, en particular, existen órdenes O1,O2 de B tales que (Oi)v = Oi,v. Además, por
unicidad, O = O1 ∩ O2.

Proposición II.26. Sea I un ideal de B y sea v ∈ V K
f un lugar finito. Entonces

Oizq(Iv) = Oizq(I)v , (Iv)
∗ = (I∗)v , nrd(Iv) = nrd(I)v .

Si J es otro ideal de B, I ·J es un producto coherente, si y sólo si Iv ·Jv lo es para todo
v. Si, además, I es invertible, entonces IvJv = (IJ)v.

Demostración. Veamos que nrd(Iv) = nrd(I)v. Sea {αk}k un conjunto generador de I
como oK-módulo. La norma reducida nrd(I) es el ideal en K generado por las normas
de los elementos αk y las sumas αi + αj. Como el ideal Iv está generado sobre oK,v por
el mismo conjunto, los ideales nrd(Iv) y nrd(I)v en Kv están generados por los mismos
elementos.

Con respecto al producto de ideales, asumiendo la validez de Oizq(Iv) = Oizq(I)v
para todo ideal I y todo lugar finito v, si IvJv es coherente para todo v, entonces IJ
es coherente (y viceversa). Supongamos, ahora, que I es invertible. Por continuidad,
IvJv ⊂ (IJ)v. En particular, el inverso de I verifica Iv(Iv)

−1 ⊂ (II−1)v = Oizq(I)v.
Dado que también Oizq(I) = II−1 ⊂ Iv(I

−1)v, se deduce que Iv(I
−1)v = Oizq(Iv). Lo

mismo es cierto tomando el producto en el orden inverso. En particular, Iv es invertible
e (Iv)

−1 = (I−1)v. En definitiva, I−1
v (IJ)v ⊂ (I−1IJ)v = Jv, de lo que se deduce, por

invertibilidad de Iv, que (IJ)v ⊂ IvJv.

Corolario II.27. Un ideal I de B es invertible, si y sólo si es localmente invertible;
equivalentemente, un ideal es invertible, si y sólo si es localmente principal. En tal caso,
I−1 = nrd(I)−1 Ī.
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Corolario II.28. Sea O un orden de B. Entonces dOv = (dO)v, para todo lugar finito
v. En particular, O es maximal, si y sólo si dO = dB.

Si O es de Eichler, su nivel es el ideal N =
⋂
v∈V Kf

(K ∩Nv) de K, donde Nv denota

el nivel del orden de Eichler Ov, si v es no ramificado, y Nv = oK,v, si B ramifica en v.
El discriminante reducido de un orden de Eichler O de nivel N es igual a dO = D ·N,
donde D = dB. Notemos que (N,D) = 1.

II.7. Clases de ideales

Sean I, J dos ideales de B. Decimos que I y J son equivalentes a izquierda, si existe
b ∈ B× tal que I = bJ . Dado un orden O en B, el conjunto de clases a izquierda de
O, denotado Clizq (O), es el conjunto de clases de ideales invertibles I de B tales que
Oder(I) = O módulo la relación de equivalencia a izquierda. A diferencia de lo que
ocurre en el caso de un cuerpo de números, este conjunto es, simplemente, un conjunto.

Sea ĝ = (gv)v ∈ B̂×. La familia de ret́ıculos {gvOv}v determina un ideal de B cuyo
orden a derecha es O. Dicho ideal es, por definición, localmente principal y, por lo
tanto, invertible. Rećıprocamente, como todo ideal invertible es localmente principal, la
aplicación (gv)v 7→ I aśı definida es sobreyectiva. Si (gv)v, (g

′
v)v ∈ B̂×, vale gvOv = g′vOv

para todo v, si y sólo si g′v ∈ gvO×v para todo v. Hay una biyección

B̂×/Ô× ∼−→
{

Ideales invertibles I ⊂ B con
Oder(I) = O

}
=

⋃
O′⊂B

I (O′,O) ,

que determina una correspondencia entre B×\B̂×/Ô× y Clizq (O).

Teorema II.29. Si B/K es un álgebra de cuaterniones sobre un cuerpo de números y
O ⊂ B es un orden de Eichler, el cardinal del conjunto Clizq (O), el número de clases
de O, es finito.

Teorema II.30 (Eichler). La norma reducida induce una suryección

n : B×\B̂×/Ô× � K×(+)\K̂
×/ôK

×

del conjunto de clases Clizq (O), en un grupo de clases asociado al cuerpo K y al álgebra
B. Si, además, B/K es indefinida, esta aplicación es biyectiva.

Cuando B es totalmente definida, K×(+) = K×+ y la aplicación n del Teorema II.30

es una suryección en el grupo de clases estrictas Cl+(K). Si B es indefinida, se obtiene
una biyección con un cociente de este grupo, denotado Cl(+)(K). De todas maneras,
Cl+(K) aparece, si modificamos el grupo actuando a izquierda.

Corolario II.31. La norma reducida induce una aplicación sobreyectiva

ñ : B×+\B̂×/Ô× � K×+\K̂×/ôK
×

.

Si B es indefinida, ñ es una biyección.



Caṕıtulo III

Formas modulares de Hilbert

Las formas de Hilbert se pueden ver, en analoǵıa con las formas modulares eĺıpticas,
como funciones holomorfas en un producto de copias del semiplano complejo superior y
que verifican una condición de invarianza respecto de un subgrupo discreto de GL+

2 (F ).
Aqúı, F denotará un cuerpo de números totalmente real de grado [F : Q] = n y oF su
anillo de enteros, N denotará un ideal ı́ntegro de F y a un ideal fraccionario.

III.1. El grupo Γ0(N, a) y subgrupos de congruencia

Usando las n inmersiones de F en R, queda determinada una inclusión de GL+
2 (F )

en el producto GL2(R)n y, de esta manera, una acción de GL+
2 (F ) en hn dada por:[

a b
c d

]
z =

(
a1z1 + b1

c1z1 + d1

, . . . ,
anzn + bn
cnzn + dn

)
. (III.1.1)

El espacio hn posee una medida invariante por la acción de GL+
2 (R)n:

dµ =
n∏
i=1

y−2
i dxidyi . (III.1.2)

En particular, por (III.1.1) esta medida es invariante por GL+
2 (F ).

Sea O0(1) el orden maximal

O0(1) := M2×2(oF ) =

[
oF oF
oF oF

]
(III.1.3)

contenido en B = M2×2(F ). Manteniendo este orden fijo, consideramos los órdenes de
la forma

O0(N) :=

[
oF oF
N oF

]
⊂ O0(1) , (III.1.4)

31
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que resultan ser órdenes de Eichler para los distintos ideales ı́ntegros N ⊂ oF . Si no
hay ambigüedad, escribiremos O en lugar de O0(N). Dado un ideal fraccionario a de

F , fijamos un idèle finito â ∈ F̂× que cumpla

a = âôF ∩ F (III.1.5)

y α̂ ∈ GL2(F̂ ) dado por

α̂ =

[
â

1

]
. (III.1.6)

En particular, nrd(α̂) = â. De esta manera, a cada ideal a, se le asocian el orden de
Eichler

Oa :=
(
α̂Ôα̂−1

)
∩ M2×2(F ) =

[
oF a

Na−1 oF

]
(III.1.7)

y el grupo de unidades totalmente positivas

Γ0(N, a) := O×a ∩ GL+
2 (F ) . (III.1.8)

Escribiremos ocasionalmente, Γa o O×a,+ para denotar este mismo grupo.
Al álgebra M2×2(F ) y al orden O se les asocia la variedad

Y0(N) =
⊔
a

Y0(N, a) ,

donde a recorre un sistema de representantes del grupo de clases estrictas Cl+(F ) e
Y0(N, a) se define como el cociente Γ0(N, a)\hn (comparar con § IV.1). Esta variedad
no es compacta pero, v́ıa la determinación de un dominio fundamental para cada com-
ponente Y0(N, a), se demuestra que es de volumen finito.1 Para obtener una variedad
compacta, se considera el grupo GL+

2 (F ) actuando en P1(F ) por:[
a b
c d

]
[α : β] = [aα + bβ : cα + dβ] (III.1.9)

Como también P1(F ) ↪→ P(R)n v́ıa las inmersiones de F en R, podemos obtener una
compactificación de Y0(N, a) agregando las cúspides de Γ0(N, a), las órbitas de Γ0(N, a)
actuando en P1(F ) –esta compactificación se conoce como compactificación de Baily-
Borel2 – que denotamos

X0(N, a) := Γ0(N, a)\
(
hn ∪ P1(F )

)
.

A diferencia de las curvas modulares, estas variedades tienen puntos singulares: los
puntos eĺıpticos y las (finitas) cúspides que agregamos. Cuando F = Q, para cada nivel

1[18, Ch. IV, § 1]
2[18, Ch. II, § 7]
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N > 1 hay una única curva X0(N). En general, a cada ideal ı́ntegro N, le asociamos
en principio una variedad X0(N, a) por cada a en un sistema de representantes de las
clases en Cl+(F ).

Además de los grupos Γ0(N, a), aparecerán naturalmente otros, por ejemplo, de
la forma Γ0(N, a) ∩

(
γΓ0(N, b)γ−1

)
. Las propiedades fundamentales de las formas de

Hilbert: existencia de expansión de Fourier y principio de Koecher, dependen de la
existencia de suficientes “traslaciones” y de suficientes “homotecias” (respectivamen-
te). Estas transformaciones surgen de considerar el estabilizador de la cúspide ∞ en
Γ0(N, a). Por otra parte, para poder relacionar el producto interno de Petersson con
los operadores de Hecke en los espacios de formas cuspidales, necesitaremos garanti-
zar que estas transformaciones estén presentes, también, en otros grupos. Con este fin,
introducimos los subgrupos de congruencia y la relación de conmensurabilidad.

Dados N y a, respectivamente un ideal ı́ntegro y un ideal fraccionario en F , definimos
un grupo Γ0(N, a) por la expresión (III.1.8) (la diferencia está en que a es, en principio,
arbitrario). Fijado a, los grupos Γ0(N, a) constituyen una familia ordenada por M |
N⇒ Γ0(M, a) ⊃ Γ0(N, a) , con Γ0(1, a) conteniendo a todos. El anillo O0(1)a ((III.1.7)
con N = 1) actúa por endomorfismos en el oF -módulo a⊕ oF :[

a b
c d

]
(x, y) = (ax+ by, cx+ dy) .

Evaluando en un punto (x, 0) y en un punto (0, y) (x, y 6= 0), se ve que el único
elemento que actúa trivialmente es la matriz identidad I ∈ O0(1)a. En particular, el
grupo Γ0(1, a) se realiza como un subgrupo de automorfismos de este oF -módulo. Para
cada ideal ı́ntegro N ⊂ oF , el submódulo Na⊕N es O0(1)a-invariante:[

oF a
a−1 oF

]
(Na⊕N) ⊂ Na⊕N .

En particular, Γ0(1, a) preserva este submódulo y la acción del grupo desciende a una
acción en el cociente

(
a⊕oF

)
/
(
Na⊕N

)
' a/Na⊕ oF/N . La imagen del correspondiente

morfismo Γ0(1, a)→ Aut(a/Na ⊕ oF/N) es finita y su núcleo está dado por

Γ(N, a) :=

{[
a b
c d

]
∈ Γ0(1, a) :

[
a b
c d

]
≡
[
1

1

] (
N ·
[
oF a
a−1 oF

])}
.

El grupo Γ(N, a) es, pues, normal en Γ0(1, a) y de ı́ndice finito. Además, la condición
c ∈ Na−1 implica que Γ(N, a) ⊂ Γ0(N, a). Un subgrupo Γ ⊂ GL+

2 (F ) se dice de
congruencia, si existen ideales a, a′ y N,N′ ⊂ oF y A ∈ GL+

2 (F ) tales que

A−1 Γ0(N, a)A ⊃ Γ ⊃ Γ(N′, a′) .
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Los grupos Γ0(N, a) son subgrupos de congruencia. Se puede demostrar que la clase
de subgrupos de congruencia es cerrada por conjugación en GL+

2 (F ) y que todos los
subgrupos de congruencia son conmensurables entre śı.3

En general, si Γ ⊂ GL+
2 (F ) es conmensurable con Γ0(1, 1) (y, por lo tanto, con todo

subgrupo de congruencia), entonces el cociente Γ\hn es una variedad no compacta y de
volumen finito. Si Γ′ ⊂ Γ es un subgrupo de ı́ndice finito, entonces4

µ
(
Γ′\hn

)
=
∣∣Γ : Γ′

∣∣ · µ(Γ\hn) .

III.2. Formas modulares para subgrupos de congruencia

Entenderemos por peso un vector k = (k1, . . . , kn) ∈ (Z≥2)n tal que ki ≡ kj (mod 2).
Dado un peso k, definimos

k0 = maxi ki , mi =
k0 − ki

2
y wi = ki − 2 . (III.2.1)

Definición III.1. Sea k un peso y sea Ji : GL2(R)× h± → C el factor de automorf́ıa

Ji(γ, z) =
j(γ, z)ki

det (γ)mi+ki−1
. (III.2.2)

Dado un subgrupo Γ ⊂ GL+
2 (F ), una función f : hn → C (n > 1) se dice de peso k

invariante para Γ, si, para toda γ ∈ Γ, satisface

f(γz) =

( n∏
i=1

Ji(γi, zi)

)
f(z) ,

donde z = (z1, . . . , zn) ∈ hn y γi ∈ GL2(R) es la matriz que se obtiene aplicando la
i-ésima inmersión a las coordenadas de γ.

Las funciones Ji verifican

Ji(γγ
′, z) = Ji(γ, γ

′z) Ji(γ
′, z) (III.2.3)

para todo z ∈ hn y todas γ, γ′ ∈ GL2(R).

Definición III.2. Dada una matriz γ ∈ GL+
2 (F ), definimos el operador de peso k

actuando en una función f : hn → C como

(
f
∣∣
k
γ
)
(z) =

( n∏
i=1

Ji(γi, zi)
−1

)
f(γz) . (III.2.4)

3Ver [17, Ch. I, § 3] para una idea de la demostración.
4[18, Ch. IV, § 1]
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Entonces, una función f es de peso k invariante para un subgrupo de congruencia
Γ, si f

∣∣
k
γ = f para toda matriz γ ∈ Γ y la relación (III.2.3) implica que

(
f
∣∣
k
γ
)∣∣
k
γ′ =

f
∣∣
k
(γγ′) . En particular, si f es invariante de peso k para un subgrupo Γ, entonces f

∣∣
k
A

es de peso k invariante para el conjugado A−1ΓA.

Observación III.3. Un comentario acerca de la elección de los factores (III.2.2). Si
Γ ⊂ GL+

2 (F ) es un subgrupo de congruencia, entonces Γ contiene un subgrupo de
ı́ndice finito en el grupo de unidades del cuerpo: espećıficamente, |o×F : Γ ∩ o×F | < ∞ ,
identificando x ∈ F× con [ x x ] ∈ GL2(F ) . Consideremos la siguiente variación de la
Definición III.1. Llamamos peso a un par (k,m), donde k ∈ Zn y m ∈ Rn y definimos
una acción a derecha de GL+

2 (F ) en funciones f : hn → C torcida por un peso (k,m):
dada γ ∈ GL+

2 (F ) y z ∈ hn,

(
f
∣∣
k,m
γ
)
(z) =

( n∏
i=1

det (γi)
ki+mi−1

j(γi, zi)ki

)
f(γ · z) .

Los elementos centrales x = [ x x ] ∈ F× actúan por multiplicación por escalares:
f
∣∣
k,m
x = x(k+2·m)−2·1 f , donde x(v1, ..., vn) =

∏
i x

vi
i y 1 = (1, . . . , 1) es el vector de

peso 1 en todas las componentes. Decimos que f es de peso (k,m) invariante para Γ,
si f

∣∣
k,m
γ = f para toda γ ∈ Γ. Recuperamos la Definición III.1 eligiendo mi = k0−ki

2
,

con k0 = máxi ki y recuperamos la definición usual mencionada en la introducción,
determinada por la regla de transformación (I.0.1), tomando mi = 1 − ki

2
. Notamos

que, en ambos casos, x ∈ F× actúa por multiplicación por una potencia de la norma
NmF/Q(x), pues el valor de ki + 2mi es independiente de de la inmersión i. Un peso
(k,m) tal que ki + 2mi no depende de i se dice razonable.5

En general, dados un subgrupo de congruencia Γ y un peso (k,m), las únicas fun-
ciones de peso (k,m) invariantes para Γ son las funciones nulas, a menos que el peso
sea razonable; esto es consecuencia de que, si f

∣∣
k,m
γ = f para toda γ ∈ Γ con f 6= 0,

entonces ε(k+2·m)−2·1 = 1 para toda unidad ε ∈ U = Γ∩ o×F , pero |o×F : U | <∞ implica
que U es un subgrupo de rango máximo en o×F y esto, a su vez, fuerza que el valor
ki + 2mi sea independiente de i.

Dos pesos razonables (k,m) y (k,m′) asociados al mismo vector de enteros k difieren
en un vector constante m−m′ = h · 1, con h ∈ R. Si γ ∈ GL+

2 (F ), la relación entre las
correspondientes acciones a derecha está dada por:

f
∣∣
k,m+h·1γ = Nm(det γ)h f

∣∣
k,m
γ .

En particular, si γ ∈ Γ entonces det (γ) ∈ o×F,+ y su norma es 1, con lo que las definiciones
de invarianza para un subgrupo de congruencia Γ no se ve modificada por aplicar una

5Ver [9].
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traslación constante a la componente m del peso. Al pasar a la interpretación adélica
(§ III.4), podremos observar que los espacios de formas modulares asociados a pesos
(k,m) y (k,m′) son isomorfos; desde un punto de vista anaĺıtico, no habrá razón para
preferir uno sobre el otro.

La diferencia surge del lado algebraico, al observar que los subgrupos de con-
gruencia contienen matrices de la forma [ ε 1 ] , donde ε es cualquier unidad totalmen-
te positiva perteneciente a cierto subgrupo de ı́ndice finito (rango máximo) en o×F,+
dependiendo del subgrupo de congruencia. Por ejemplo, supongamos que f verifica

f(γ · z) =

(∏n
i=1

j(γi,zi)
ki

det (γi)ki/2

)
f(z) , para toda γ ∈ Γ, entonces, para toda unidad to-

talmente positiva ε perteneciente a un subgrupo de ı́ndice finito en o×F,+, la ecuación

funcional es f(ε z) = εk/2 f(z) ; si ls enteros ki son impares, aparecen ráıces cuadradas
de estas unidades. Si queremos “corregir” esto, necesitamos elegir h tal que ki/2+h ∈ Z
para todo i; y esto sólo se puede hacer, si los ki tienen todos la misma paridad. Podemos
tomar h = k0/2 − 1 (y obtenemos el factor en la Definición III.1) o una traslación de
éste por cualquier entero t: (k0/2− 1) + t. Esto corresponde a tomar pesos de la forma
(k,m), con mi = k0−ki

2
+ t, t ∈ Z independiente de i. La ecuación funcional que cumple

f se lee

f(ε z) =

( n∏
i=1

ε
1−
(
k0−ki

2
+t
)

i

)
f(z) .

Con cualquier elección de entero t (y h = k0/2 − 1 + t), los vectores m son enteros;6

tomando t = 0, se consigue que, además, mi ≥ 0 para todo i y mj = 0 para, al menos,
algún j.

De ahora en adelante, a menos que indiquemos otra cosa, consideraremos funciones
invariantes en el sentido de la Definición III.1.

Al igual que las formas modulares eĺıpticas, las funciones holomorfas que satisfacen
esta condición de invarianza también admiten desarrollos en series de Fourier. Para
poder entender esto, necesitamos analizar el grupo de isotroṕıa de la cúspide en infinito.
Nos restringimos, en primer lugar, al caso Γ = Γ0(N, a).

Sea ∞ = [1 : 0] ∈ P1(F ). Entonces una matriz γ = [ a bc d ] deja fija la cúspide ∞
exactamente cuando c = 0. En particular,

Γ0(N, a)∞ =

{[
a b

d

]
: a, d ∈ oF , b ∈ a, ad ∈ o×F,+

}
,

cuyos elementos actúan por z 7→ εz + µ, donde µ ∈ a y ε es una unidad totalmente
positiva del anillo de enteros de F . En general, si Γ ⊂ GL+

2 (F ) es un subgrupo de

6Ver [9] para una discusión más detallada de los pesos.
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congruencia, entonces existe un ret́ıculo M ⊂ F y existe un subgrupo de unidades
totalmente positivas V ⊂ o×F,+ de rango máximo, n− 1, que preservan M y tales que7

G(M,V ) =

{[
ε µ

1

]
: µ ∈M, ε ∈ V

}
⊂ Γ

El subgrupo G(M,V ) es isomorfo al producto semidirecto M oV y es un subgrupo del
grupo de isotroṕıa Γ∞. El grupo V podŕıa ser un subgrupo propio del grupo completo de
elementos de F (necesariamente unidades) totalmente positivos que preservan el ret́ıculo
M . Esto es consecuencia de la conmensurabilidad de los subgrupos de congruencia. Toda
función f : hn → C de peso k invariante para Γ es, pues, invariante por las traslaciones
z 7→ z + µ en un ret́ıculo M y admitirá, en consecuencia, una expansión de Fourier:

f(z) =
∑
ν∈M⊥

aν(f) e2πiTr(νz) , (III.2.5)

donde Tr(νz) := ν1z1 + · · · + νnzn y la suma se realiza sobre el ret́ıculo dual de M
respecto de la forma traza. Nos referiremos a los coeficientes aν = aν(f) como los
coeficientes de Fourier de f . Diremos que f es holomorfa en ∞, si aν(f) 6= 0 implica
ν � 0 o ν = 0 y que se anula en ∞, si, además, a0(f) = 0.

Observación III.4 (El ret́ıculo dual M⊥). Recordemos que los elementos de F se
pueden ver como vectores en Rn v́ıa µ 7→ (µ1, . . . , µn). A través de esta identificación,
los ideales de F pasan a ser ret́ıculos en Rn y, dados µ, ν ∈ F , la traza Tr : F → Q del
producto νµ está dada por Tr(νµ) = ν1µ1 + · · · + νnµn , es decir, el producto interno
usual de los vectores correspondientes a ν y a µ. El ret́ıculo dual a a es entonces:

M⊥ = {ν ∈ F : Tr(νµ) ∈ Z∀µ ∈M} .

Si M = a, entonces a⊥ = a−1d−1, donde d = (o∗F )−1 es el diferente (absoluto) de F .

Hemos visto que el grupo de isotroṕıa de la cúspide en infinito consta de dos partes:
traslaciones z 7→ z + µ por elementos µ de un ret́ıculo en F y homotecias z 7→ εz
por unidades totalmente positivas. Hasta ahora, solamente hemos analizado las conse-
cuencias de la invarianza por traslaciones. La presencia de las unidades juega un papel
importante en la teoŕıa de formas de Hilbert:

Teorema III.5. Sea M un ret́ıculo (completo) en F y sea V ⊂ o×F,+ un subgrupo de
unidades totalmente positivas, de rango máximo, tales que εM = M . Si f : hn → C es
una función holomorfa tal que f

∣∣
k
γ = f para toda matriz γ de la forma

γ =

[
ε µ

1

]
con µ ∈M y ε ∈ V , entonces

7Ver [17, Ch. I.3] o [18, Ch. II.1].
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(i) aνε(f) =
(∏n

i=1 ε
mi+ki−1
i

)
aν(f) para todo ν ∈M⊥ y ε ∈ V ;

(ii) aν(f) 6= 0⇒ ν = 0 o ν � 0 .

Si tomamos γ =

[
ε

1

]
, entonces f(z) =

∑
ν∈M⊥ aνe

2πiTr(νz) y

(
f
∣∣
k
γ
)
(z) =

( n∏
i=1

εmi+ki−1
i

) ∑
ν∈M⊥

aνe
2πiTr(νεz) ,

de donde se deduce (i), comparando los coeficientes de Fourier (νε ∈M⊥). Para probar
(ii), supongamos que ν ∈ M⊥ es tal que ν1 < 0. Dado que V es de rango n− 1, existe
ε ∈ V con 0 < εj < 1 para j 6= 1 y, necesariamente, ε1 > 1. Evaluando en i, como la serie
de Fourier de f es absolutamente convergente, también lo es

∑
m≥1 aνεm e

2πiTr(νεmi) .
Pero, por (i),∑

m≥1

∣∣aνεm e2πiTr(νεmi)
∣∣ =

∑
m≥1

|aν |
( n∏
i=1

ε
m(mi+ki−1)
i

)
e−2πTr(νεm) .

Fijada alguna constante δ > 0 tal que δ < |ν1|, para m suficientemente grande, se
cumple Tr(νεm) < εm1 (ν1 + δ) . En particular, el término general de la serie diverge, a
menos que aν sea nulo.

Observación III.6. Podemos expresar (ii) de la siguiente manera: toda función holo-
morfa f : hn → C (n > 1) de peso k invariante para Γ es automáticamente holomorfa
en ∞. Este es el denominado principio de Koecher.

Definición III.7. Sea Γ ⊂ GL+
2 (F ) un subgrupo de congruencia. Emulando la defi-

nición de forma modular eĺıptica, decimos que una función f : hn → C es una forma
modular de Hilbert de peso k para Γ, si es holomorfa y satisface:

(i) f es de peso k invariante para Γ y

(ii) f
∣∣
k
A es holomorfa en ∞ para toda A ∈ GL+

2 (F ).

Denotamos por Mk (Γ) el espacio de formas modulares de peso k para Γ.

Observación III.8. La condición (ii) de la definición anterior tiene sentido: si Γ es de
congruencia, A−1 ΓA ≈ Γ para toda A ∈ GL+

2 (F ) y la transformada f
∣∣
k
A admite un

desarrollo de Fourier en∞. Pero, por la misma razón, el principio de Koecher es válido
para el conjugado y la condición (ii) es redundante.

Definición III.9. Una forma modular f de peso k invariante para Γ se dice forma
cuspidal, si f

∣∣
k
A se anula en ∞ para toda matriz A ∈ GL+

2 (F ), es decir, el coeficiente

a0

(
f
∣∣
k
A
)

de la correspondiente expansión de Fourier es nulo. Las formas cuspidales

constituyen un subespacio de Mk (Γ), el cual será denotado por Sk (Γ).
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Si Γ = Γ0(N, a), escribimos Mk (N, a) y Sk (N, a) en lugar de Mk (Γ0(N, a)) y de
Sk (Γ0(N, a)), respectivamente.

Observación III.10. Decimos que el peso k de una forma modular es paralelo, si
k = (k, . . . , k) para algún entero k. Del ı́tem (i) con ν = 0 se deduce que, si el peso no
es paralelo, entonces toda forma es cuspidal.

Teorema III.11. El espacio de formas modulares Mk (Γ) es de dimensión finita.

Demostración. Ver [2], [17, § I.6 y Ch. II] o [18].

III.3. Producto interno de formas cuspidales

Dado z ∈ hn, definimos Im(z)k :=
∏n

i=1 Im(zi)
ki . Sea Γ ⊂ GL+

2 (F ) un subgrupo de
congruencia y sea f ∈Mk (Γ). Definimos una función

ϕ(z) := f(z) Im(z)k/2 (III.3.1)

y vemos que, si γ ∈ Γ,

ϕ(γz) =

( n∏
i=1

j(γi, zi)
ki

det (γi)mi+ki−1

)
f(z)

n∏
i=1

Im(z)ki/2

|j(γi, zi)|ki
det (γi)

ki/2

=

( n∏
i=1

1

det (γi)k0/2−1

( j(γi, zi)
|j(γi, zi)|

)ki)
f(z)Im(z)k/2

=
1

Nm(det γ)k0/2−1

( n∏
i=1

( j(γi, zi)
|j(γi, zi)|

)ki)
ϕ(z) .

En particular, como det (γ) ∈ o×F,+, Nm(det γ) = 1 y |ϕ(z)| es constante en las órbitas
de Γ en hn. Entonces |ϕ(z)| define una función continua en el cociente Γ\hn.

Sean f, g ∈ Sk (Γ) dos formas cuspidales y sean ϕf y ϕg las funciones asociadas a

f y a g por (III.3.1). El producto ϕfϕg = f(z)g(z) Im(z)k es Γ-invariante y acotado en
hn. Definimos

〈f, g〉Γ :=

∫
Γ\hn

f(z)g(z) Im(z)k dµ , (III.3.2)

donde dµ es la medida invariante (III.1.2). Con respecto a esta medida, Γ\hn tiene
volumen finito y la integral anterior define un producto interno en el espacio Sk (Γ)
de formas cuspidales que llamamos producto interno de Petersson.8 En particular, las
formas cuspidales son de cuadrado integrable:∫

Γ\hn
|f(z)|2|Im(z)|k dµ < ∞ .

8[17, Ch. II]
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Proposición III.12. Sean Γ′ ⊂ Γ subgrupos de congruencia y sea A ∈ GL+
2 (F ).

(i) si f ∈ Sk (Γ) y g ∈ Sk (A−1 ΓA), entonces

〈f
∣∣
k
A, g〉A−1ΓA = 〈f, g

∣∣
k
Aι〉Γ ,

donde Aι = (det A)A−1;

(ii) si f, g ∈ Sk (Γ), entonces f, g ∈ Sk (Γ′) y

〈f, g〉Γ′ = |Γ : Γ′| 〈f, g〉Γ ;

(iii) si f ∈ Sk (Γ), g ∈ Sk (Γ′) y Γ =
⊔
i Γ′δi es una descomposición en coclases,

entonces h =
∑

i g
∣∣
k
δi ∈ Sk (Γ) y

〈f, h〉Γ = 〈f, g〉Γ′ .

Demostración. Es análoga al caso de formas modulares sobre Q. Se puede consultar,
por ejemplo, [13, §§ 5.4 y 5.5].

III.4. Formas modulares de nivel N

Hemos mencionado al comienzo de esta sección que un orden de Eichler O ⊂
M2×2(F ) de nivel N tiene asociada cierta variedad Y0(N). Esta variedad no es co-
nexa, pero es una unión disjunta de componentes conexas Y0(N, a) indexadas por el
grupo de clases estrictas del cuerpo F . En general, dado un subgrupo de congruencia
Γ ⊂ GL+

2 (F ), la variedad Y (Γ) = Γ\hn no es compacta, pero es posible compactificarla
agregando una cantidad finita de puntos, que hemos denominado cúspides. A diferen-
cia de lo que sucede con las formas modulares eĺıpticas, la holomorf́ıa en las cúspides
está garantizada por el principio de Koecher; pero esto no les resta importancia. La
existencia de estas cúspides la hemos relacionado con la existencia de expansiones de
Fourier para las formas f ∈ Mk (Γ). Finalmente, estas expansiones nos han permitido
identificar los subespacios Sk (Γ).

Definición III.13. Una forma de Hilbert de peso k y nivel N es una función

f : (h±)n × (GL2(F̂ )/Ô×) → C

holomorfa en la primera variable y localmente constante en la segunda tal que f
∣∣
k
γ = f

para toda matriz γ ∈ GL2(F ), donde

(
f
∣∣
k
γ
)
(z, α̂Ô×) =

( n∏
i=1

det (γi)
ki+mi−1

j(γi, zi)ki

)
f(γz, γα̂Ô×) (III.4.1)



41

y los valores mi están dados por (III.2.1). Denotamos este espacio por Mk (N). Como

en las secciones anteriores, usaremos la notación Ji(γi, zi) = det (γi)
ki+mi−1

j(γi,zi)ki
.

Observación III.14. En relación con la Observación III.3, podemos definir, más en
general, f

∣∣
k,m
γ por la misma expresión (III.4.1), pero con k ∈ Zn y m ∈ Rn arbitrarios,

y Mk,m (N) como el espacio de aquellas funciones que cumplen f
∣∣
k,m
γ = f siempre

que γ ∈ GL2(F ). Este espacio es trivial, a menos que (k,m) sea un peso razonable. Si
h ∈ R, entonces

f
∣∣
k,m+h·1γ = Nm(det γ)h f

∣∣
k,m
γ ,

con lo cual, si f ∈Mk,m (N), la función f̃(z, α̂Ô×) =
(
sgn(Im z) |det α̂|AF

)h
f(z, α̂Ô×)

verifica

f̃(γz, γα̂Ô×) =
(
sgn(Nm(det γ)) |det γ0|AF

)h( n∏
i=1

j(γi, zi)
ki

det (γi)ki+mi−1

)
f̃(z, α̂Ô×)

= Nm(det γ)−h
( n∏

i=1

j(γi, zi)
ki

det (γi)ki+mi−1

)
f̃(z, α̂Ô×) ,

donde γ0 denota la proyección de γ a GL2(F̂ ). Es decir, f 7→ f̃ es una biyección entre
Mk,m (N) y Mk,m+h·1 (N).

Consideraremos exclusivamente formas de Hilbert en el sentido de la Definición III.13.

Proposición III.15. Existe un isomorfismo

Mk (N) '
⊕
a

Mk (N, a) , (III.4.2)

donde a recorre un sistema de representantes de las clases estrictas en Cl+(F ).

Demostración. En primer lugar, por el Corolario II.31, la norma reducida induce una
biyección

GL+
2 (F )\GL2(F̂ )/Ô× ' F×+ \F̂×/ôF

× ' Cl+(F ) .

Eligiendo un sistema de representantes {a} de las clases estrictas de F , v́ıa (III.1.5) y
(III.1.6) queda determinado un conjunto {α̂}a que constituye un sistema de represen-

tantes de las clases en GL+
2 (F )\GL2(F̂ )/Ô× , en correspondencia con {a}. En conse-

cuencia, dada α̂′ ∈ GL2(F̂ ), existen un representante α̂ y una matriz γ ∈ GL+
2 (F ) tales

que γα̂′Ô× = α̂Ô× . En segundo lugar, notamos que, por la Observación II.22, existen
matrices ρ1, . . . , ρn ∈ GL2(F ) tales que det (ιi(ρj)) > 0 para i 6= j y det (ιj(ρj)) < 0 .
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Usando estas matrices, podemos ver que toda f ∈ Mk (N) está determinada por los
valores que toma en el producto de los semiplanos superiores hn. De estas dos observa-
ciones, se deduce que f ∈Mk (N) está determinada por los valores que toma en pares

(z, α̂Ô×), con z ∈ hn y α̂ tomado del conjunto de representantes {α̂}a.
Ahora, dada f ∈Mk (N) y uno de los representantes a, sea fa : hn → C la función

fa(z) = f(z, α̂Ô×) .

Esta función fa es holomorfa, porque f lo es y, si γ ∈ Γ0(N, a), entonces

(
fa
∣∣
k
γ
)
(z) =

( n∏
i=1

Ji(γi, zi)
−1

)
f(γz, α̂Ô×) =

(
f
∣∣
k
γ
)
(z, γ−1α̂Ô×)

=
(
f
∣∣
k
γ
)
(z, α̂Ô×) = f(z, α̂Ô×) = fa(z) .

La aplicación f 7→ fa es lineal e induce una transformaciónMk (N)→
⊕

a Mk (N, a) .
El argumento del párrafo anterior muestra que f 7→ (fa)a es inyectiva. Rećıprocamente,
dadas fa ∈Mk (N, a), las condiciones

f(z, α̂Ô×) = fa(z) si z ∈ hn y

f
∣∣
k
γ = f si γ ∈ GL2(F )

determinan uńıvocamente una función f : (h±)n × (GL2(F̂ )/Ô×) → C . Veamos esto:

si (z, α̂′Ô×) ∈ (h±)n × GL2(F̂ )/Ô× , podemos tomar algún producto de las matrices
ρj, llamémoslo ρ, de manera que ρ z ∈ hn. Ahora, porque {α̂}a es un sistema de repre-

sentantes de GL+
2 (F )\GL2(F̂ )/Ô× , existen γ ∈ GL+

2 (F ) y α̂ en dicho conjunto, tales

que γρα̂′Ô× = α̂Ô× . Entonces f(z, α̂′Ô×) es igual a f(γρ z, α̂Ô×), módulo alguna
constante. Esta función es una forma modular de Hilbert: es holomorfa en la primera
variable porque las fa lo son, es localmente constante porque, dado α̂′, es constante en
el entorno α̂′Ô× y verifica, por definición, la condición de invarianza.

Definición III.16. Una forma de Hilbert f = (fa)a ∈ Mk (N) es una forma cuspidal,
si fa ∈ Sk (N, a) para cada representante a de las clases estrictas de F . El subespacio
de formas cuspidales lo denotamos Sk (N) y vale

Sk (N) '
⊕
a

Sk (N, a) . (III.4.3)

Observación III.17. Teniendo en cuenta el isomorfismo (III.4.3), se podŕıa definir un
producto interno en Sk (N) por 〈f, g〉 =

∑
a 〈fa, ga〉a , donde 〈·, ·〉a = 〈·, ·〉Γ0(N,a) . Pero

esta expresión depende de los representantes {a}. Si {a1} es otra elección y [a1] = [a],
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entonces existen γa,a1 ∈ GL+
2 (F ) que verifican α̂1Ô× = γ−1

a,a1
α̂Ô× .9 En particular,

det (γa,a1) a1 = a y, por la Proposición III.12 (i),

〈fa1 , ga1〉a1 = 〈fa
∣∣
k
γa,a1 , ga

∣∣
k
γa,a1〉a1 = Nm(det (γa,a1))

k0−2 〈fa, ga〉a .

Para obtener un producto invariante, se debe definir

〈f, g〉 :=
∑
a

N(a)k0−2 〈fa, ga〉a . (III.4.4)

Esta definición quedará mejor justificada una vez realizada la interpretación automorfa
de las formas de Hilbert (§ III.5.1).

Sea f ∈ Mk (N). Cada componente fa admite un desarrollo de Fourier, que, por el
Teorema III.5, es de la forma

fa(z) = a0(fa) +
∑

νa⊥, ν�0

aν(fa) e
2πiTr(νz) .

Los coeficientes de fa verifican aνε(fa) =
(∏n

i=1 ε
mi+ki−1
i

)
aν(fa) , para toda unidad

totalmente positiva ε ∈ o×F,+. En particular, el valor de la expresión

c̃(ν, fa) =

( n∏
i=1

νmi+ki−1
i

)−1

aν(fa) (III.4.5)

es invariante por multiplicar ν por una unidad totalmente positiva.

Por otro lado, como el conjunto {a} es un sistema de representantes del grupo de
clases estrictas de F , el conjunto {ad} (donde d denota el diferente de F ) también lo es.
Dado un ideal fraccionario m de oF , existe un único representante a tal que [m] = [ad]
en Cl+(F ), es decir, existe ν � 0 tal que m = νad. Si m es ı́ntegro, νad ⊂ oF , de lo que
se deduce que ν ∈ (ad)−1 = a⊥. Definimos, entonces, una función en ideales

c(m, f) :=

{
c̃(ν, fa) si m = ν · ad ( ν ∈ a⊥, ν � 0 )

0 si m no es ı́ntegro
. (III.4.6)

Llamamos coeficientes de Fourier de f a los valores de esta función [46]. Dado que
c̃(νε, fa) = c̃(ν, fa), si ε ∈ o×F,+, los coeficientes de Fourier están bien definidos.

9Si λa,a1
∈ F×+ verifica λa,a1

a1 = a, podemos elegir la matriz diagonal
[
λa,a1

1

]
.
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III.5. Funciones en los adèles

A continuación enunciamos la correspondencia entre formas modulares de Hilbert
y formas automorfas en el grupo GL2(AF ). Su demostración es análoga a la de la
Proposición I.2. Para cada lugar arquimediano v ∈ V F

∞ , definimos Kv = SO(2). El
producto K∞ =

∏
v∈V F∞

Kv es el subgrupo compacto y conexo maximal del estabilizador

del punto i = (
√
−1, . . . ,

√
−1) ∈ (h±)n por la acción de GL2(R)n.

Proposición III.18. La aplicación f 7→ φf que a una forma de Hilbert cuspidal le
asigna la función

φf (g∞, α̂) =

( n∏
i=1

Ji(gi,
√
−1)−1

)
f(g∞ · i, α̂Ô×) (III.5.1)

determina una correspondencia entre el espacio Sk (N) y el espacio de funciones φ :
GL2(AF )→ C que cumplen con:

(i) φ(γg) = φ(g) para toda γ ∈ GL2(F );

(ii) φ(gβ̂) = φ(g) si β̂ ∈ Ô× =
∏

p O×p ;

(iii) φ(gh) =
∏n

i=1 e
√
−1kiθi φ(g) si h = (rθ1 , . . . , rθn) ∈ K∞ ;

(iv) φ(τ∞g) =
∏n

i=1 τ
k0−2
i φ(g) si τ∞ =

([
τ1

τ1

]
, . . . ,

[
τn

τn

])
∈ Z(R) ;

(v) φ es de crecimiento moderado: si Ω ⊂ GL2(AF ) es un subconjunto compacto y
c > 0, existen constantes C y N tales que∣∣∣∣φ([a 1

]
g

)∣∣∣∣ ≤ C |a|N

para toda g ∈ Ω y a ∈ A×F con |a| > c; y

(vi) como función de GL+
2 (R)n, φ es C∞ y verifica la ecuación diferencial

∆iφ = − ki
2

(
ki
2
− 1

)
φ ;

(vii) φ es cuspidal, es decir, ∫
F\AF

φ

([
1 x

1

]
g

)
dx = 0

para casi todo g.

Teniendo en cuenta la correspondencia entre formas cuspidales y formas automorfas,
si f ∈ Sk (N), llamaremos también forma de Hilbert cuspidal a la correspondiente
función φf dada por (III.5.1).
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III.5.1. Funciones de cuadrado integrable

Usando el lenguaje adélico, definimos un producto interno 〈f, g〉 para formas cus-
pidales. Fijamos un sistema de representantes {a} del grupo de clases estrictas de F y
denotamos por α̂ las matrices dadas por (III.1.6).

Si bien, puede parecer natural definir un producto interno usando el isomorfismo
(III.4.3) y la expresión (III.3.2) para los grupos Γ0(N, a), una definición aśı dependeŕıa
del sistema de representantes de Cl+(F ) que parametriza las componentes de la variedad
Y0(N). Para llegar a una definición adecuada, observamos, en primer lugar, que dicha
parametrización está relacionada con una descomposición similar del grupo GL2(AF ).
Por aproximación fuerte (ver también § IV.1),

GL2(AF ) =
⊔
a

Z(AF ) GL2(F ) GL+
2 (R)n α̂Ô× .

Entonces hay una identificación

Z(AF ) GL2(F )\GL2(AF )/K∞Ô× '
⊔
a

Γ0(N, a)\hn = Y0(N) . (III.5.2)

En segundo lugar, para cada representante a, si f, g ∈ Sk (N) el producto interno
〈fa, ga〉a se define en términos de una integral sobre la componente correspondiente
de la variedad Y0(N). Del lado adélico, teniendo en cuenta la identificación (III.5.2),
debemos poder integrar sobre el cociente Z(AF ) GL2(F )\GL2(AF ) . El problema es que,
si bien las funciones φf y φg son invariantes por GL2(F ), no es obvio cómo obtener a
partir de ellas un integrando definido módulo el centro Z(AF ).

Sea f ∈ Sk (N) y sea φ = φf la función definida por (III.5.1). Según el ı́tem (iv) de la

Proposición III.18, sabemos que φ(τ∞g) =
(∏n

i=1 τ
k0−2
i

)
φ(g) , si τ∞ ∈ Z(R) = (R×)n.

Pero no hemos dicho nada acerca de cómo afecta multiplicar por un elemento central
de la parte no arquimediana. Para poder describir esta acción, definimos, para cada
τ ∈ Z(AF ) y cada φ, una función ρ(τ)φ por(

ρ(τ)φ
)
(g) = |τ |−(k0−2)

AF φ(τg) ,

donde |τ |AF denota el valor absoluto del adèle τ .10

Sea {â} ⊂ F̂× un sistema de representantes de las clases en Cl+(F ) y sea τ̂ ∈ F̂×.
Existen λ ∈ F×+ , r̂ ∈ ôF

×
y un representante â tales que τ̂ = λ0âr̂, donde λ0 denota

la parte finita de λ. La parte arquimediana la denotamos λ∞. Entonces, dado que
ôF
× ⊂ Ô× ∩ Z(AF ) , φ(λg) = φ(g) = φ(gr̂), |λ|AF = 1 = |r̂|AF y λ � 0, podemos

10Recordemos que este valor absoluto está dado por |τ |AF
=
∏
v |τv|v, donde | · |v denota el valor

absoluto en la completación Fv.
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deducir que(
ρ(τ̂)φ

)
(g) = |λ0âr̂|−(k0−2)

AF φ(λ0âr̂g) = |λ∞|k0−2
AF |â|

−(k0−2)
AF φ(λλ−1

∞ âgr̂)

= |Nm(λ)|k0−2|â|−(k0−2)
AF φ(λ−1

∞ âg) = sgn(Nm(λ))−(k0−2)|â|−(k0−2)
AF φ(âg)

=
(
ρ(â)φ

)
(g) .

Si llamamos χ∞(τ∞) =
∏n

i=1 sgn(τi)
k0−2 , entonces, dado τ = (τ∞, τ̂), vale que ρ(τ) =

χ∞(τ∞)ρ(τ̂) . De lo anterior, se deduce que la restricción de ρ a la parte finita F̂× es, en
otras palabras, una representación del grupo abeliano finito Cl+(F ). Podemos concluir
que Sk (N) se descompone como suma directa de subrepresentaciones irreducibles, cada
una de grado 1:11

Sk (N) =
⊕
ω

Sk (N, ω) , (III.5.3)

donde ω : A×F → C× es el cuasicarácter ω = | · |k0−2
AF χ∞χ0 , χ0 recorre los caracteres del

grupo Cl+(F ) y

Sk (N, ω) =
{
φ ∈ Sk (N) : φ(τg) = ω(τ) · φ(g) , si τ ∈ Z(AF )

}
.

Notamos que |ω| = | · |k0−2
AF y que |ω|−1ω = χ∞χ0 : A×F → S1 es un carácter de A×F trivial

en F× y en ôF
×

. En general, escribiremos χ para denotar dicho carácter. Si τ̂ ∈ F̂× y
t = τ̂ ôF ∩ F es el ideal fraccionario determinado por τ̂ , podemos definir

χ(t) := χ(τ̂) y ω(t) := ω(τ̂) .

El valor de χ(t) depende únicamente de la clase de t en Cl+(F ) y |ω(t)| = N(t)−(k0−2) ,
donde N(t) denota la norma del ideal.

Dado un cuasicarácter ω : A×F → C× (trivial en F×), escribimos f ∈ Sk (N, ω),

si f ∈ Sk (N) es tal que φf ∈ Sk (N, ω). Denotamos por L2
(
GL2(F )\GL2(AF ), ω

)
el

espacio de funciones medibles φ : GL2(AF )→ C× tales que:12

(i) φ(τg) = ω(τ) · φ(g) para todo τ ∈ Z(AF ),

(ii) φ(γg) = φ(g) para toda γ ∈ GL2(F ) y

(iii) φ es de cuadrado integrable módulo el centro, es decir,∫
Z(AF ) GL2(F )\GL2(AF )

|ω(det g)|−1|φ(g)|2 dg < ∞ .

11Ver, por ejemplo, [16] o [41]
12Comparar con [3, Ch. 3]
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Si ω = ψ · χ y si f ∈ Sk (N, ω), entonces φ = φf pertenece a este espacio; lo único
que hay que verificar es la última condición. Para ver esto, sean fa las componentes
dadas por el isomorfismo (III.4.3). El integrando |ω(det (g))|−1|φ(g)|2 es invariante por
la acción del centro, es decir, por ρ, con lo cual, la integral anterior está bien definida.
Llamemos temporariamente Ỹα̂(Ô×) a la componente

Ỹα̂(Ô×) = Z(AF ) GL2(F ) GL+
2 (R)n α̂Ô×

de GL2(AF ). Con g∞ ∈ GL+
2 (R)n, û variando en Ô×, dθ y dû las medidas que cumplen

dθ(SO(2)n) = 1 y dû(Ô×) = 1 y usando la descomposición de Iwasawa (I.1.2),∫
Z(AF ) GL2(F )\Ỹα̂(Ô×)

|ω(det (g∞α̂û))|−1|φ(g∞, α̂û)|2 dg∞ dû

=
1

|ω(a)|

∫
Z(AF ) GL2(F )\Ỹα̂(Ô×)

∣∣∣φ( [ y1/2 xy−1/2

y−1/2

]
h(θ), α̂û

)∣∣∣2dµ dθ dû
= N(a)k0−2

∫
Γ0(N,a)\GL+

2 (R)n/Z(R) SO(2)n

∣∣fa(x+ yi)
∣∣2 yk dµ .

Pero este último término es finito, porque la forma cuspidal fa es de cuadrado integrable.
Esto demuestra que φf pertenece al espacio L2

(
GL2(F )\GL2(AF ), ω

)
. En realidad, φ ∈

L2
0

(
GL2(F )\GL2(AF ), ω

)
, el subespacio de funciones cuspidales.13 El producto interno

en este espacio está dado por

〈φ, φ′〉 :=

∫
Z(AF ) GL2(F )\GL2(AF )

|ω(det g)|−1 φ(g)φ′(g) dg , (III.5.4)

Finalmente, observamos que φ(g∞, ĝ) =
∑

a φ(g∞, ĝ) [α̂Ô×](ĝ) , donde [α̂Ô×] de-

nota la función caracteŕıstica del conjunto α̂Ô×. De esto deducimos que, dadas f, g ∈
Sk (N, ω), se cumple

〈f, g〉 ≡ 〈φf , φg〉 =
∑
a

N(a)k0−2 〈fa, ga〉a .

III.5.2. Una acción a derecha

Será útil, también, traducir y extender la definición de los operadores de peso k
de Mk (N) a funciones adélicas. Dada φ : GL2(AF ) → C y (h, β̂) ∈ GL2(AF ), con

h ∈ GL2(R)n y β̂ ∈ GL2(F̂ ), definimos

(
φ
∣∣
k
(h, β̂)

)
(g∞, α̂) =

( n∏
i=1

Ji(hi,
√
−1)−1

)
φ(g∞h

−1, α̂β̂−1) . (III.5.5)

13Ver (vii) de la Proposición III.18
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Esta expresión define una acción del grupo GL2(F̂ ). La propiedad (ii) en la Proposi-
ción III.18 se puede expresar entonces

φ
∣∣
k
(1, β̂) = φ (III.5.6)

para toda β̂ ∈ Ô×. Si una función φ cumple (III.5.6) con β̂ variando en algún subgrupo

K ⊂ GL2(F̂ ), decimos que es invariante a derecha por el grupo K.

Observación III.19. En relación con el producto interno, dado un idèle finito π̂ ∈
GL2(F̂ ) y dadas φ, φ′ ∈ L2

(
GL2(F )\GL2(AF ), ω

)
, se deduce de (III.5.4) y de (III.5.5)

que

〈φ
∣∣
k
(1, π̂), φ′〉 = |ω(det π̂)|−1 〈φ, φ′

∣∣
k
(1, π̂−1)〉 = χ(det π̂) 〈φ, φ′

∣∣
k
(1, π̂ι)〉 ,

donde χ = |ω|−1 ω. La última igualdad es consecuencia de que el conjugado del idèle π̂
está dado por π̂ι = det (π̂) π̂−1.

III.6. Operadores de Hecke

Para cada nivel N, se definen operadores de Hecke en el espacio Sk (N) de formas de
Hilbert. Estos operadores son, esencialmente, operadores de convolución en el espacio
de formas automorfas de nivel N para GL2/F . Es también posible dar una descripción
puramente algebraica de estos operadores. Se empezará por esta segunda descripción.

III.6.1. Operadores en el espacio de formas automorfas

Sea O = O0(N) el orden dado por la expresión (III.1.4) y sea π̂ ∈ GL2(F̂ ). El

grupo de unidades Ô× actúa a izquierda en el conjunto Ô×π̂Ô× por multiplicación.
En particular, eligiendo un sistema de representantes, {π̂i}i, es posible descomponer

Ô×π̂Ô× en una unión disjunta:

Ô×π̂Ô× =
⊔
i

Ô×π̂i . (III.6.1)

Ahora bien, la multiplicación (α̂, β̂) 7→ α̂β̂ en GL2(F̂ ) es una aplicación continua, las

traslaciones α̂ 7→ α̂β̂ son homeomorfismos y el grupo de unidades Ô× es un subespacio
abierto y compacto. Por lo tanto, el conjunto Ô×π̂Ô×, producto de los compactos Ô× y
π̂Ô×, es compacto y

{
Ô×π̂i

}
i
es un cubrimiento por abiertos disjuntos. En consecuencia,

la unión (III.6.1) es finita.
Dada una forma de Hilbert φ : GL2(AF )→ C (no necesariamente cuspidal) de peso

k y nivel N, se define una nueva función en GL2(AF ) por la expresión

φ
∣∣∣
k
[Ô×π̂Ô×](g, α̂) =

∑
i

(
φ
∣∣
k
(1, π̂i)

)
(g, α̂) =

∑
i

φ(g, α̂π̂−1
i ) . (III.6.2)
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Como φ es invariante por la acción de Ô× a derecha, esta nueva función está bien
definida en el sentido de que la suma es finita y no depende de los representantes π̂i
elegidos.

Proposición III.20. Sea φ : GL2(AF )→ C una función con las propiedades (i) a (vi)

de la Proposición III.18 y sea π̂ ∈ GL2(F̂ ). Entonces la función adélica φ
∣∣∣
k
[Ô×π̂Ô×]

también verifica (i) a (vi). Si, además, φ verifica (vii), es decir, es cuspidal, entonces
la nueva función también es cuspidal.

En otras palabras, φ 7→ φ
∣∣∣
k
[Ô×π̂Ô×] define un operador en el espacio Mk (N) de

formas modulares de Hilbert que se restringe a un operador en el subespacio Sk (N)
de formas cuspidales. Estos operadores también respetan la descomposición (III.5.3) en
términos de los cuasicaracteres ω : A×F/F× → C×.

Demostración. Sea φ : GL2(AF ) → C una función que satisface las propiedades (i) a
(vi) de III.18. Sea γ ∈ GL2(F ). Entonces

φ
∣∣∣
k
[Ô×π̂Ô×](γg, γα̂) =

∑
i

φ(γg, γα̂π̂−1
i ) =

∑
i

φ(g, α̂π̂−1
i ) ,

de lo que se deduce que se cumple (i). Por otro lado, de (III.6.2), se deduce que la

aplicación φ 7→ φ
∣∣∣
k
[Ô×π̂Ô×] solamente afecta las coordenadas no arquimedianas de φ.

Por lo tanto, las propiedades (iii), (iv) y (vi) se preservan. En cuanto a (ii), si β̂ ∈ Ô×,
entonces

φ
∣∣∣
k
[Ô×π̂Ô×](g, α̂β̂−1) =

∑
i

φ(g, α̂β̂−1π̂−1
i ) =

∑
i

φ(g, α̂(π̂iβ̂)−1) .

Pero el conjunto {π̂iβ̂}i sigue siendo un conjunto de representantes de las clases en

Ô×\Ô×π̂Ô× , ya que π̂iβ̂ pertenece a Ô×π̂jβ̂, si y sólo si π̂iπ̂
−1
j pertenece a Ô× y la

finitud de la descomposición (III.6.1) implica que la aplicación inyectiva Ô×π̂i 7→ Ô×π̂iβ̂
sea, también, sobreyectiva. Por otra parte, la finitud de la sumatoria correspodiente

(III.6.2) implica (v) y, si, además, φ cumple con (vii) entonces φ
∣∣∣
k
[Ô×π̂Ô×] también

posee esta propiedad.

Observación III.21. Sea π̂ ∈ GL2(F̂ ). Sea ω un cuasicarácter de A×F trivial en F× y
sean φ, φ′ ∈ Sk (N, ω). Entonces〈

φ
∣∣∣
k
[Ô×π̂Ô×], φ′

〉
= |ω(det π̂)|−1

〈
φ, φ′

∣∣∣
k
[Ô×π̂−1Ô×]

〉
= χ(det π̂)

〈
φ, φ′

∣∣∣
k
[Ô×π̂ιÔ×]

〉
.
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Esto se deduce de la expresión (III.6.2) para el operador, de la Observación III.19,

elegiendo un sistema de representantes {π̂i}i tal que Ô×π̂Ô× =
⊔
i Ô×π̂i =

⊔
i π̂iÔ× ,

y de que ω(det x̂) = ω(det π̂) para todo x̂ ∈ Ô×π̂Ô× .

Usando el isomorfismo de la Proposición III.18, se traducen las definiciones anterio-
res al contexto de formas de Hilbert clásicas. Sea f ∈ Mk (N) una forma de Hilbert y
sea φf la función adélica correspondiente. Entonces

φf

∣∣∣
k
[Ô×π̂Ô×](g, α̂) =

∑
i

φf (g, α̂π̂
−1
i ) =

∑
i

( n∏
t=1

Jt(gt,
√
−1)−1

)
f(g · i, α̂π̂−1

i Ô×) .

Se define una función Tπ̂f : (h±)n ×
(
GL2(F̂ )/Ô×

)
→ C por(

Tπ̂f
)
(z, α̂Ô×) =

∑
i

f(z, α̂π̂−1
i Ô×) .

Entonces Tπ̂f es una forma de Hilbert también y f 7→ Tπ̂f define un operador en
Mk (N). Por la Observación III.21, el adjunto del operador Tπ̂ está dado por

T ∗π̂ = χ(det π̂)Tπ̂ι . (III.6.3)

III.6.2. Operadores de convolución

Temporariamente, para no sobrecargar la notación, denotamos M2×2(F ) por B. Las
combinaciones usuales mantienen el mismo significado, por ejemplo, B×v = GL2(Fv), en
este caso.

A continuación reinterpretamos el operador asociado a Ô×π̂Ô× como un operador
de convolución. Para cada lugar finito v ∈ V F

f , sea du×v una medida de Haar en B×v .
Por ejemplo, para fijar alguna referencia, podemos suponer que du×v = duv/|nrd(x)|2v,
donde duv es la medida de Haar en Bv que cumple con |O0(1)v| = 1, donde O0(1) ⊂ B
es el orden maximal dado por (III.1.3). Denotamos dû× la medida de Haar

∏
v du

×
v en

B̂×.
Si π̂ = (πv)v ∈ B̂×, entonces

[Ô×π̂Ô×] =
∏
v

[O×v πvO×v ] .

Para todo lugar v salvo finitos, πv ∈ O×v y O×v = O0(1)×v para casi todo v, también. En
particular,

O×v πvO×v = O×v = O0(1)×v
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para casi todo lugar finito v. Esto implica que, dada una forma modular φ, la convolución

φ ∗ [Ô×π̂Ô×](g, α̂) =

∫
B̂×

φ(g, α̂û−1) [Ô×π̂Ô×](û) dû× (III.6.4)

esté definida. De la descomposición (III.6.1), se deduce que

φ ∗ [Ô×π̂Ô×](g, α̂) =
∑
i

∫
B̂×

φ(g, α̂û−1)[Ô×π̂i](û) dû×

=
∑
i

φ(g, α̂π̂−1
i )|Ô×π̂i| ,

donde la medida |Ô×π̂i| del trasladado es independiente de π̂i e igual a |Ô×| y, en
definitiva,

φ
∣∣∣
k
[Ô×π̂Ô×] =

1

|Ô×|
φ ∗ [Ô×π̂Ô×] . (III.6.5)

Los operadores de convolución [Ô×π̂Ô×], se factorizan como producto de operadores

que actúan en lugares distintos. Dado un lugar v y un elemento πv ∈ B×v , sea π̂v ∈ B̂×,

el idèle dado por (π̂v)w = 1, si w 6= v, e igual a πv en v. Dado π̂ ∈ B̂×, escribimos

T̃π̂φ = φ
∣∣∣
k
[Ô×π̂Ô×] . Si π̂ = (πv)v, sean w1, . . . , wt ∈ V F

f los lugares finitos para los

cuales πwi 6∈ O×wi o O×wi 6= O0(1)×wi . Para todo v ∈ V F
f , se cumple que

(
T̃π̂vφ

)
(g, α̂) =

1

|O×v |

∫
O×v πvO×v

φ(g, α̂h−1
v ) dh×v .

Si v 6= w, vale que T̃π̂v ◦ T̃π̂w = T̃π̂w ◦ T̃π̂v , porque T̃π̂v y T̃π̂w actúan en coordenadas
distintas. Además, si v 6∈ {w1, . . . , wt}, Tπ̂v = id. Aśı,

T̃π̂ = T̃π̂w1
◦ · · · ◦ T̃π̂wt .

No volveremos a utilizar la notación T̃π̂ para referirnos a estos operadores.

III.6.3. El álgebra de Hecke

Sean p ⊂ oF un ideal primo, p ∈ oF,p un generador del ideal maximal y sea π =[
p

1

]
. Sea p̂ ∈ F̂× el idèle (́ıntegro) dado por p̂v = 1, si v 6= p, e igual a p en p;

identificamos p̂ con el correspondiente elemento del centro de B̂×. Sea π̂ ∈ B̂× el idèle
dado por π̂v = 1, si v 6= p, e igual a π en p.
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Definición III.22. Llamaremos operadores de Hecke (en p) a los operadores

Tp = Tπ̂ y Sp = Tp̂ ( (p,N) = 1 )

en Mk (N). El álgebra de Hecke de Mk (N) es el álgebra sobre C generada por el

conjunto
{
Tp, Sp : p - N

}
en EndC(Mk (N)).14 Los operadores de Hecke preservan los

espacios de formas cuspidales Sk (N) y Sk (N, ω) para cada cuasicarácter ω.

Si p y q son dos primos distintos, dado que actúan en coordenadas distintas, los
operadores Tp y Tq conmutan. Los operadores Sp conmutan con Tq, Sq y también con
Tp, porque p̂ es central.

Para poder expresar el operador de Hecke Tp como un operador de coclase doble,

es necesario hallar un conjunto de representantes de las clases Ô×\Ô×π̂Ô× , con π̂
como en la Definición III.22. Como el único lugar en donde π̂ no es trivial es el lugar
correspodiente al ideal primo p, será suficiente hallar una descomposición de O×p πO×p
como unión disjunta de conjuntos de la forma O×p β. Si p - N, entonces O×p = GL(oF,p)
y, tomando un sistema de representantes {bi}i de las clases i ∈ oF,p/(p), se verifica

O×p
[
p

1

]
O×p =

⊔
i∈oF,p/(p)

O×p
[
1 bi

p

]
t O×p

[
p

1

]
.

En cuanto a Sp, notamos simplemente que

O×p
[
p

p

]
O×p = O×p

[
p

p

]
.

Aśı, si f ∈ Mk (N), entonces
(
Spf
)
(z, α̂Ô×) = f(z, α̂p̂−1Ô×) . En particular, si f ∈

Sk (N, ω), entonces Spf = ω(p)−1 · f .15

Observación III.23. Dado p̂ ∈ ôF , el idèle π̂ pertenece al anillo Ô. En particular, los
elementos de la coclase doble Ô×π̂Ô× pertenecen a Ô y sus normas reducidas pertenecen
a p̂ ôF

×
. Rećıprocamente, si x̂ ∈ Ô y nrd(x̂) ∈ p̂ ôF×, entonces xq ∈ O×q , si q 6= p, y, por

eliminación, existen vp, wp ∈ GL2(oF,p) tales que vpxpwp = π . En definitiva,

Ô×π̂Ô× =
{
x̂ ∈ Ô : nrd(x̂) ∈ p̂ ôF×

}
.

14La definición de operadores de Hecke se extiende a los primos divisores del nivel con algunas
modificaciones (ver [42], [34]).

15 En [46], Proposición 2.1, se afirma algo en apariencia distinto: el autovalor de Sp en una f
perteneciente a uno de los espacios análogos a los que aqúı denotamos Sk (N, ω) es ω(p) en lugar de

ω(p)−1. Esta discrepancia se debe a que nosotros hemos definido la acción de GL2(F̂ ) a derecha en
funciones por φ

∣∣
k
(1, π̂)(g, α̂) = φ(g, α̂π̂−1) , mientras que Shimura define la acción con el conjugado π̂ι

en lugar del inverso. Esta diferencia también aparecerá más adelante cuando describamos el efecto de
los operadores Tp en los coeficientes de Fourier (§ III.6.5).



53

Escribimos I(p) para referirnos a este conjunto y notamos que I(p) = Ô×x̂Ô× para
cualquier elemento x̂ ∈ I(p). Definimos, también,

Θ(p) = Ô×\I(p) .

Proposición III.24. Los operadores de Hecke Tp y Sp son normales, si p - N.

Demostración. Notamos que, con π̂ y p̂ como en la Definición III.22, p̂ι = p̂ y, por la
Observación III.23, Ô×π̂ιÔ× = Ô×π̂Ô× , lo que implica que Tp̂ι = Tp̂ y que Tπ̂ι = Tπ̂.
De la expresión (III.6.3), se deduce que

S∗p = χ(p)2 Sp y T ∗p = χ(p)Tp ,

en cada componente Sk (N, ω) (χ = |ω|−1 ω).

Cada espacio Sk (N, ω) es de dimensión finita y la familia de operadores
{
Tp : p - N

}
es una familia de operadores normales que conmutan entre śı. Concluimos, entonces,
que existen bases ortogonales para los espacios de formas cuspidales conformadas por
autofunciones para todos los operadores Tp con p que no divide al nivel.

III.6.4. Relación con el isomorfismo (III.4.2)

Supongamos elegidos un sistema de representantes {a} de las clases estrictas de

F , â ∈ F̂× tales que a = âôF ∩ F y elementos α̂ como en (III.1.6), de manera que
nrd(α̂) = â. Dado un representante a, definimos:

Ôa = α̂Ôα̂−1 , Oa = Ôa ∩ M2×2(F ) y Γa = Γ0(N, a) = Ô×a ∩ GL+
2 (F ) .

Sean a un representante, p un primo que no divide al nivel N de O y b el ideal en el
mismo conjunto de representantes de las clases estrictas tal que [b] = [a][p]−1 en Cl+(F ).

Sean b̂ y β̂ el idèle y la matriz correspondientes al ideal b. Para cada representante π̂ de
las órbitas en I(p), se cumple que [nrd(α̂π̂−1)] = [a][p]−1 = [b] . Por el Corolario II.31,

existe γ ∈ GL+
2 (F ) tal que α̂π̂−1Ô× = γ−1β̂Ô× . Dada f ∈ Mk (N), la forma Tpf

está determinada por sus proyecciones en cada uno de los espacios Mk (N, a). De lo
mencionado anteriormente y de la invarianza de f , se deduce que(

Tpf
)
a
(z) =

(
Tpf
)
(z, α̂Ô×) =

∑
π̂

f(z, α̂π̂−1Ô×) =
∑
γ

f(z, γ−1β̂Ô×)

=
∑
γ

( n∏
i=1

Ji(γi, zi)
−1

)
f(γz, β̂Ô×) =

∑
γ

(
fb
∣∣
k
γ
)
(z) ,

donde π̂ recorre un sistema de representantes de Θ(p). Es decir, esencialmente, los
operadores de Hecke permutan las componentes de una forma de Hilbert. Esto justifica
considerar conjuntamente todas las variedades Y0(N, a).
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Observación III.25. Dados a y b como arriba, sea

I(p)a,b =
{
δ ∈ GL+

2 (F ) : β̂−1δα̂ ∈ Ô y det (δ)a = bp
}

.

Llamemos π̂i a los representantes de Θ(p) y γi a las matrices correspondientes en

GL+
2 (F ). Las matrices δ ∈ GL+

2 (F ) que verifican α̂x̂−1Ô× = δ−1β̂Ô× para algún

x̂ ∈ I(p) son aquellas tales que β̂−1δα̂ ∈ I(p) , es decir, por la Observación III.23,

β̂−1δα̂ ∈ Ô y det (δ)a = bp. Es decir,

I(p)a,b = β̂I(p)α̂−1 ∩ GL+
2 (F ) .

Las matrices γi pertencen a este conjunto. Si δ ∈ I(p)a,b, existe un representante π̂i tal

que β̂−1δα̂ ∈ Ô×π̂i. Pero β̂−1γiα̂ también pertenece a esta clase, lo que implica que

δ ∈
(
β̂Ô×β̂−1

)
γi ∩ GL+

2 (F ) = Γbγi .

Rećıprocamente, si γ′ ∈ Γb, entonces β̂−1γ′γiα̂ ∈ Ô×β̂−1γiα̂ , que está contenido en el
conjunto I(p). En definitiva,

I(p)a,b =
⋃
i

Γbγi .

La Proposición III.26 garantiza que esta unión es, en realidad, disjunta e igual a una
coclase doble en GL+

2 (F ).

Proposición III.26. Sea p - N un ideal primo. Sean a y b dos representantes de las
clases estrictas de F tales que [a][p]−1 = [b]. Sea {π̂i}i un sistema de representantes de

las clases en Ô×\Ô×π̂Ô× y, para cada i, sea γi ∈ GL+
2 (F ) tal que α̂π̂−1

i Ô× = γ−1
i β̂Ô× .

Entonces

I(p)a,b =
⊔
i

Γbγi = ΓbγΓa ,

donde γ es cualquier elemento en el conjunto I(p)a,b.

Demostración. Ver [35, Thm. 5.3.5] para el caso F = Q, o bien [44, Propo. 2.3].

Rećıprocamente, dada cualquier γ ∈ I(p)a,b, si {γi}i es un sistema de representantes

de las clases en Γb\ΓbγΓa , entonces {π̂i = β̂−1γiα̂}i es un sistema de representantes

de las clases en Ô×\Ô×π̂Ô× . Dicho de otra manera, el grupo de unidades Γb actúa a
izquierda en I(p)a,b y la Proposición III.26 afirma que la aplicación I(p)a,b → I(p) dada

por δ 7→ β̂−1δα̂ induce una biyección

Γb\I(p)a,b
∼−→ Ô×\I(p) .

Denotamos por Θ(p)a,b el conjunto de órbitas Γb\I(p)a,b.
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Observación III.27. Los operadores de Hecke Tp : Mk (N) → Mk (N) actúan por
bloques permutando los sumandos de la descomposición (III.4.2). Dado un ideal primo
p - N e ideales a y b tales que [b] = [a][p]−1 en Cl+(F ), definimos

(Tp)a,b : Mk (N, b) → Mk (N, a)

por

(Tp)a,bf =
∑

γ∈Θ(p)a,b

f
∣∣
k
γ , (III.6.6)

Entonces, dada f = (fa)a ∈ Mk (N), se cumple
(
Tpf
)
a

= (Tp)a,bfb . El operador Tp
actúa como la matriz de operadores

[
(Tp)a,b

]
a,b

, donde a y b recorren los representantes

de las clases estrictas de F y (Tp)a,b es el operdor definido por (III.6.6), si [a] = [bp],
y es igual a cero, en otro caso. En términos de una descomposición ΓbγΓa =

⊔
i Γbγi ,

vale que (Tp)a,bf = f
∣∣∣
k
[ΓbγΓa] , donde

f
∣∣∣
k
[ΓbγΓa] =

∑
i

f
∣∣
k
γi . (III.6.7)

III.6.5. Relación con los coeficientes de Fourier

Nuevamemnte, supongamos dados un sistema de representantes {a} de las clases
estrictas de F y elementos â y α̂ como en § III.6.4. A continuación describimos la
acción de los operadores Tp en términos de los coeficientes de Fourier de f ∈ Sk (N, ω)
(definidos por (III.4.6)).

Elegimos un sistema de representantes {xj}j ⊂ oF del cuerpo residual oF/p. Aśı,{[
p

1

]}
∪
{[

1 xj
p

]}
j

es un sistema de representantes de O×p πO×p por la acción a izquierda de O×p , como en
la Sección § III.6.3. Identificamos estos elementos con sus imágenes por la inclusión en
GL2(F̂ ) y prescindimos de la notación ·̂ para indicar la parte finita. Notamos que[

a
1

] [
1 xj

p

]−1

= p−1

[
pa −axj

1

]
y afirmamos que la matriz del lado derecho se puede descomponer de la siguiente manera[

pa −axj
1

]
=

[
λ0 −µ0

1

] [
a′

1

] [
u v

1

]
=

[
λ0a

′u λ0a
′v − µ0

1

]
, (III.6.8)

donde λ0, µ0 son las partes finitas de ciertos λ ∈ F×+ y µ ∈ F , respectivamente, u ∈ ôF
×

y v ∈ ôF . Por un lado, existe un único representante a′ tal que [pa] = [a′]. En particular,
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existen λ ∈ F×+ y u ∈ ôF
×

tales que pa = λ0a
′u, donde a′ es el idèle correspondiente a

a′. Por otro lado, un elemento µ ∈ F satisface µ0 = axj + (pau−1) v, con v ∈ ôF , si y
sólo si µ ∈ a y µp ≡ axj

(
mod p

)
. Esto equivale a poder elegir representantes de a/pa.

Esto muestra que la descomposición (III.6.8) es válida.
Sea a un representante arbitrario de las clases estrictas de F y sean b, a′ los únicos

representantes que verifican [ap−1] = [b] y [ap] = [a′]. Fijamos, para cada a, elementos
totalmente positivos λa,b, λa′,a ∈ F×+ tales que λa,bap

−1 = b y λa′,aa
′ = ap. Para cada

representante xj de oF/p, sea µj ∈ F tal que (µj)0 = (λa′,a)0a
′v+axj, como en (III.6.8).

Dada f ∈ Sk (N, ω),

(
Tpf
)
a
(z) = f

(
z,

[
a

1

] [
p

1

]−1

Ô×
)

+
∑
j

f
(
z,

[
a

1

] [
1 xj

p

]−1

Ô×
)

= f
(
z,

[
(λa,b)0

1

]−1 [
b

1

]
Ô×
)

+
∑
j

f
(
z, p−1

[
(λa′,a)0 −(µj)0

1

] [
a′

1

]
Ô×
)

=
(
fb
∣∣
k

[
λa,b

1

])
(z) +

∑
j

ω(p)−1
(
fa′
∣∣
k

[
λ−1
a′,a λ−1

a′,aµj
1

])
(z) .

Expandiendo el operador de peso k y reemplazando cada función por su desarrollo de
Fourier,

(
Tpf
)
a
(z) =

( n∏
i=1

(λa,b)
ki+mi−1
i

) ∑
ν∈b⊥+

aν(fb) e
2πiTr(νλa,bz)

+ ω(p)−1
∑
j

( n∏
i=1

(λa′,a)
ki+mi−1
i

)−1 ∑
ν∈a′⊥+

aν(fa′) e
2πiTr(νλ−1

a′,a(z+µj)) .

Ahora bien, ν ∈ b⊥, si y sólo si νλa,b ∈ (ap−1)⊥ y ν ∈ a′⊥, si y sólo si νλ−1
a′,a ∈ (ap)⊥.

De esta manera, por la expresión (III.4.5) para los coeficientes de Fourier,

(
Tpf
)
a
(z) =

∑
ξ∈(ap−1)⊥+

( n∏
i=1

ξki+mi−1
i

)
c̃(ξλ−1

a,b, fb) e
2πiTr(ξz)

+ ω(p)−1
∑

ξ∈(ap)⊥+

( n∏
i=1

ξki+mi−1
i

)
c̃(ξλa′,a, fa′)S(ξ) e2πiTr(ξz) ,

donde S(ξ) =
∑

j e
2πiTr(ξµj). Dado que los elementos µj son representantes de a/pa, si

ξ ∈ a⊥, entonces Tr(ξµj) ∈ Z y S(ξ) = |oF/p| = N(p).
Sea, ahora, m ⊂ oF un ideal ı́ntegro. Existen ν ∈ F×+ y a tales que m = ν · ad.

Como hab́ıamos observado al definir los coeficientes de Fourier, esto implica que ν ∈
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(ad)−1 = a⊥ y que ν � 0. Para determinar el coeficiente c(m, Tpf) será necesario hallar
aν(
(
Tpf
)
a
). Recordamos que a⊥ = a−1d−1. Entonces, se puede verificar que el elemento

ν pertenece a (ap−1)⊥ = pa⊥, si y sólo si m ⊂ p. Por otra parte, (ap)⊥ siempre contiene
a a⊥, independientemente de m. De la expresión para

(
Tpf
)
a
, se deduce que

c(m, Tpf) = c̃(ν,
(
Tpf
)
a
) = c̃(νλ−1

a,b, fb) 1(p | m) + ω(p)−1 S(ν) c̃(νλa′,a, fa′) ,

donde 1(p | m) toma el valor 1, si p ⊃ m, y el valor 0 en otro caso. Pero ν ∈ a⊥ implica
S(ν) = N(p). También,

c̃(νλ−1
a,b, fb) = c(νλ−1

a,bbd, f) = c(p−1νad, f) = c(p−1m, f) y

c̃(νλa′,a, fa′) = c(νλa′,aa
′d, f) = c(pνad, f) = c(pm, f) .

En definitiva,

c(m, Tpf) = c(p−1m, f) + ω(p)−1 N(p) c(pm, f) . (III.6.9)

El término c(p−1m, f) es nulo, si p no divide a m.16

III.7. Formas viejas, formas nuevas

Las formas de Hilbert admiten una teoŕıa de formas nuevas similar a la teoŕıa para
formas modulares eĺıpticas. Aqúı incluimos algunos resultados de esta teoŕıa que sirven
como fundamento para los métodos expĺıcitos descriptos más adelante. Tomamos como
referencia principal [42]. Otra referencia importante es [34].

Dados dos subgrupos compactos y abiertos K1 y K2 de GL2(F̂ ) y dado π̂ ∈ GL2(F̂ ),

al igual que en el caso K1 = K2 = Ô×, la coclase doble K1π̂K2 es un conjunto compacto
y, al ser K1 abierto, K1\K1π̂K2 es finito. Esto quiere decir, como antes, que existe un
conjunto finito {π̂i}i tal que

K1π̂K2 =
⊔
i

K1π̂i .

Si φ : GL2(AF ) → C es una función que verifica φ
∣∣
k
(1, β̂) = φ para toda β̂ ∈ K1,

entonces definimos una nueva función φ
∣∣∣
k
[K1π̂K2] por una expresión análoga a (III.6.2).

16 Si se compara la expresión (III.6.9) con la fórmula (2.20) en [46], se puede observar otra diferencia,
además de la mencionada en la nota 15 (pág. 52). En la fórmula obtenida más arriba, el cuasicarácter
ω aparece multiplicando el coeficiente c(pm, f), mientras que, en [46], Shimura muestra que el factor
análogo aparece junto al coeficiente c(p−1m, f). En este caso, la diferencia está en la elección de idèles
α̂ ∈ GL2(AF ) asociados a cada representante a de las clases estrictas. Si en lugar de α̂ hubiésemos
elegido los adjuntos α̂ι, se hubiese llegado a una expresión más parecida la ecuación citada.
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Observación III.28. Esta definición no depende de la elección de los representantes
π̂i. Además, si β̂ ∈ K2, entonces(

φ
∣∣∣
k
[K1π̂K2]

)∣∣
k
(1, β̂) = φ

∣∣∣
k
[K1π̂K2] . (III.7.1)

La demostración de esta afirmación es análoga a la de la afirmación correspondiente en
la Proposición III.20 (propiedad (ii)). Más aun, si φ : GL2(AF ) → C verifica las pro-
piedades (i) a (vi) de la Proposición III.18 (reemplazando (ii) por la condición análoga

de que φ sea invariante a derecha por K1) entonces φ
∣∣∣
k
[K1π̂K2] verifica (i) a (vi). Si φ

es, además, cuspidal, entonces φ
∣∣∣
k
[K1π̂K2] es cuspidal, también.

Sean, ahora, N, M y l ideales ı́ntegros de oF con l primo y tales que N = lM. Sean
O0(N) y O0(M) los órdenes de Eichler en M2×2(F ) y sea φ : GL2(AF )→ C una función

invariante a derecha por Ô0(M)
×

. Fijemos l̂ ∈ ôF tal que l = l̂ôF ∩ F y λ̂ =

[
l̂

1

]
.

Para obtener una función invariante por la acción del compacto Ô0(N)
×

a partir de φ,
observamos que

Ô0(N)
×
⊂ Ô0(M)

×
y que Ô0(N)

×
= λ̂−1Ô0(M)

×
λ̂ ∩ Ô0(M)

×
.

Llamando 1̂ al idèle que es la identidad en todos los lugares,

Ô0(M)
×

1̂Ô0(N)
×

= Ô0(M)
×

1̂ y Ô0(M)
×
λ̂Ô0(N)

×
= Ô0(M)

×
λ̂ .

Definimos inclusiones ι1 y ιl respectivamente por(
ι1φ
)
(g, α̂) = φ

∣∣∣
k
[Ô0(M)

×
1̂Ô0(N)

×
](g∞, α̂) = φ(g∞, α̂) y(

ιlφ
)
(g, α̂) = φ

∣∣∣
k
[Ô0(M)

×
λ̂Ô0(N)

×
](g∞, α̂) = φ(g∞, α̂λ̂

−1) .

Trasladando estas definiciones hacia el lado de las formas de Hilbert, identificamos
funciones en Sk (N) que vienen de niveles más bajos. Si f ∈ Sk (M) es una forma de
Hilbert (cuspidal) de nivel M y N = lM, con l un ideal primo de oF , entonces las
expresiones (

ι1f
)
(z, α̂Ô0(N)

×
) =

( n∏
i=1

Ji(gi,
√
−1)

)
φf (g∞, α̂) e

(
ιlf
)
(z, α̂Ô0(N)

×
) =

( n∏
i=1

Ji(gi,
√
−1)

)
φf (g∞, α̂λ̂

−1) ,

donde g∞ ∈ GL2(R)n es tal que g∞ · i = z, determinan elementos del espacio Sk (N).
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Definición III.29. Dado un ideal primo l ⊂ oF divisor de N, una forma de Hilbert
cuspidal en Sk (N) es una forma vieja en l, si es combinación lineal de formas del tipo
ι1f y ιlf con f ∈ Sk (M), donde lM = N. El subespacio de formas viejas en l se define
como

Sk (N)l−old := ι1
(
Sk (M)

)
+ ιl

(
Sk (M)

)
y

el subespacio de formas viejas en Sk (N) es el subespacio

Sk (N)old :=
∑
l|N

Sk (N)l−old .

El subespacio de formas nuevas en l se define como el complemento ortogonal

Sk (N)l−new :=
(
Sk (N)l−old

)⊥
respecto del producto interno de Petersson y el subespacio de formas nuevas es

Sk (N)new :=
⋂
l|N

Sk (N)l−new =
(
Sk (N)old

)⊥
.

Sean l y M como en la definición III.29 y sea N = lM. Sea p - N y sean TN
p y TM

p

los operadores de Hecke asociados al primo p en Sk (N) y en Sk (M), respectivamente.
Estos operadores están definidos de la misma manera. Es decir, dado que p es coprimo
con N, es coprimo con M y si {π̂i}i es un sistema de representantes de I(p) en nivel
M, entonces el mismo conjunto es un sistema de representantes en nivel N. Aśı, si
f ∈ Sk (M), entonces

TN
p (ι1f) = ι1(TM

p f) y TN
p (ιlf) = ιl(T

M
p f) ,

ya que los idèles que aparecen en las definiciones de ι1, ιl y los operadores Tp conmutan
entre śı. Un argumento análogo muestra que Sp también conmuta con las inclusiones
ι1 e ιl. De esto se deduce que los operadores de Hecke y sus adjuntos preservan los
espacios de formas viejas. En consecuencia, los espacios de formas nuevas también son
invariantes por los operadores de Hecke para todos los primos p - N.

Teorema III.30 ([42, Thm. 3.1]). Sea f ∈ Sk (N, ω) y sean c(m, f) sus coeficientes de
Fourier. Si existe un ideal ı́ntegro l ⊂ oF tal que c(m, f) = 0 siempre que (m, l) = 1,
entonces f ∈ Sk (N, ω)old.

Definición III.31. Decimos que una forma cuspidal f es una forma nueva, si f ∈
Sk (N, ω)new y f es una autofunción de Tp para todo p - N.
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Si f ∈ Sk (N, ω) es una forma nueva y Tpf = λpf , entonces los coeficientes de Fourier
de f verifican la relación

c(p, f) = λp c(oF , f) , (III.7.2)

para todo p - N. En particular, c(oF , f) 6= 0. Decimos que una forma nueva f está
normalizada (o que f es una forma (nueva) normalizada), si c(oF , f) = 1.

Corolario III.32. Si f, g ∈ Sk (N, ω)new son dos formas nuevas normalizadas y con
los mismos autovalores, entonces f = g.

Demostración. Es consecuencia de III.30 con l = N.

El resultado anterior se puede expresar diciendo que dentro de cada espacio Sk (N, ω)
vale la propiedad de multiplicidad uno para formas nuevas. El espacio Sk (N, ω)new ad-
mite una base ortogonal de formas nuevas que podemos asumir normalizadas; cada una
de estas autofunciones tiene asociado un sistema de autovalores : {ap(f)}p (en principio,
p - N), donde ap = c(p, f); dos formas nuevas determinan el mismo sistema de auto-
valores, si una es un múltiplo de la otra. Pero el Corolario III.32 no dice nada en el
caso en que f y g pertenezcan a espacios asociados a caracteres diferentes. El siguiente
resultado resulve este problema.

Teorema III.33 (ver [42, Thm. 3, 6]). Sean ω, ω′ : A×F → C× cuasicaracteres triviales
en F×. Sean f ∈ Sk (N, ω) y g ∈ Sk (N, ω′) formas nuevas (normalizadas) con los
mismos autovalores para Tp para todo primo p - N (equivalentemente, c(m, f) = c(m, g)
para todo ideal ı́ntegro m tal que (m,N) = 1). Entonces ω = ω′ y f = g.



Caṕıtulo IV

Formas modulares cuaterniónicas

Comenzamos este caṕıtulo asociando un objeto geométrico a un orden de Eichler
de nivel N en un álgebra de cuaterniones B/F sobre un cuerpo de números totalmente
real. Estos objetos se denominan variedades de Shimura cuaterniónicas. Estas varie-
dades son compactas, si y sólo si B es un álgebra de división y esta propiedad se ve
reflejada en la definición de las formas automorfas (modulares) correspondientes. Lue-
go de introducir una representación del grupo de unidades B×, definimos las formas
modulares asociadas a esta representación. Como en el caso de las formas de Hilbert,
existe una correspondencia entre formas modulares cuaterniónicas y cierto espacio de
formas automorfas.

La correspondencia de Jacquet-Langlands, Teorema IV.7, permite reconstruir el
módulo de Hecke Sk (N) a partir de espacios de formas cuaterniónicas. Éste es el re-
sultado fundamental en el que se basan los métodos para el cálculo de las formas de
Hilbert descriptos en el Caṕıtulo V, ya que reduce el problema de determinar la ac-
ción de los operadores Tp al cálculo de los mismos en el espacio de formas modulares
cuaterniónicas. La naturaleza de la correspondencia impone ciertas restricciones a la
aplicabilidad de estos métodos.

IV.1. Variedades de Shimura cuaterniónicas

Sea F un cuerpo de números totalmente real de grado [F : Q] = n y sea B/F un
álgebra de cuaterniones. Cada una de las completaciones Fv con v ∈ V F

∞ se identifica
con R y Bv con un álgebra de cuaterniones real. Entonces, o bien Bv ' M2×2(R) es un
álgebra de matrices, o bien Bv ' H; en el primer caso, decimos que el lugar v es no
ramificado, o que B no ramifica en v, y, en el segundo, decimos que v es ramificado, o que
B ramifica en v. Sean v1, . . . , vn los lugares arquimedianos de F y supongamos que están
ordenados de manera que, entre ellos, los lugares en donde B ramifica son vr+1, . . . , vn.
Sea O un orden de B y sea A×B el grupo de idèles de B. Entonces A×B = B×∞ × B̂× ,
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donde
B×∞ = GL2(R)r × (H×)n−r (IV.1.1)

y B̂× es el producto restringido de B×v respecto de los subgrupos compactos y abiertos
O×v , donde v recorre el conjunto de lugares finitos de F . Notemos que, si en vez de O,
eligiésemos otro orden O′ de B en principio distinto, por la Proposición II.18, Ov = O′v
para casi todo v ∈ V F

f , con lo cual obtendŕıamos la misma álgebra B̂×.
Supongamos que B/F es un álgebra indefinida distinta del álgebra de matrices,

es decir, r ≥ 1 y B 6' M2×2(F ) . La acción de GL2(R) sobre h± se extiende a una
acción de B×∞ sobre el producto cartesiano (h±)r: si g∞ = (gv1 , . . . , gvn) ∈ B×∞ y z =
(z1, . . . , zr) ∈ (h±)r definimos

g∞ · z = (gv1z1, . . . , gvrzr) . (IV.1.2)

Sea CB
i ⊂ B×∞ el estabilizador del punto i = (

√
−1, . . . ,

√
−1) ∈ (h±)r . Como la acción

(IV.1.2) es transitiva, podemos identificar (h±)r = B×∞/C
B
i v́ıa

g∞ ∈ B×∞ 7→ g∞ · i .

El subgrupo estabilizador del punto i viene dado por

CB
i = Z(R)

(
SO(2)r × (H1)n−r

)
,

donde Z(R) = R× × · · · × R× –un factor por cada lugar arriba de ∞– es el centro de
B×∞, H1 = {x ∈ H : x̄x = xx̄ = 1} es el grupo de unidades de norma 1 en el álgebra de
Hamilton y SO(2) es el grupo ortogonal especial.

Sea O ⊂ B un orden de Eichler. Entonces

A×B = B×∞ × B̂× =
⊔
g

B×gB×∞Ô× , (IV.1.3)

donde g = (gv)v ∈ B̂× recorre un sistema de representantes en correspondencia con el
conjunto de clases Clizq (O) –que es finito, según el Corolario II.29. Sea B×∞,+ ⊂ B×∞ el
subgrupo de elementos cuyas coordenadas tienen norma reducida positiva, es decir,

B×∞,+ = GL+
2 (R)r × (H×)n−r ⊂ B×∞ . (IV.1.4)

Por (IV.1.1), (IV.1.4) y la igualdad nrd(B×) = F×(+) (ver el Teorema II.21), pasando al

cociente en (IV.1.3), se deduce, reemplazando B×∞ por B×∞,+ (y h± por h), que

B×\B×∞ × B̂×/CB
i Ô× ' B×+\(hr × (B̂×/Ô×))

=
⊔
g

Γg\ghr ,
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donde ahora g recorre un sistema de representantes en correspondencia con Cl+(F ) el

grupo de clases estrictas de F y Γg = g(B×∞Ô×)g−1 ∩ B×+ es un subgrupo discreto de
B×∞,+ actuando en hr. Este cociente es la variedad de Shimura cuaterniónica (de nivel
N) asociada a B y al orden de Eichler O. Es una variedad compleja de dimensión r y,
salvo que #Cl+(F ) = 1, no es conexa. La denotaremos XB

0 (N). Si el número de lugares
del infinito no ramificados es r = 1, entonces se obtiene una curva. En general, si B es
de división, XB

0 (N) es una variedad compacta.

Observación IV.1. Dado un ideal de F , a, se puede elegir un elemento â ∈ ôF tal que

a = âôF ∩ F . (IV.1.5)

Este idèle está determinado salvo una unidad en ôF
×

. Luego, existe α̂ ∈ B̂× tal que
nrd(α̂) = â, pues la norma reducida es sobreyectiva en las componentes no arquime-

deanas. A α̂ le asociamos, una familia de ret́ıculos locales Ôα̂, un ret́ıculo global Oα̂ y
un grupo Γα̂ de la siguiente manera:

Ôα̂ = α̂Ôα̂−1 , Oα̂ = Ôα̂ ∩ B y Γα̂ = O×α̂,+ = O×α̂ ∩B
×
+ . (IV.1.6)

El ret́ıculo Oα̂ es un orden de Eichler de nivel igual al nivel de O; ambos órdenes son
localmente conjugados, pero no necesariamente conjugados por un elemento de B×. El
grupo O×α̂,+ es el grupo de unidades “totalmente positivas” del orden Oα̂. Cambiando

α̂ por otro elemento perteneciente a la misma clase en B×+\B̂×/Ô× , se obtiene un
orden de B conjugado a Oα̂ por un elemento de B×+ . Por esta razón, utilizaremos,
principalmente, un sub́ındice a en lugar de α̂.

La elección de los representantes g en la descomposición de XB
0 (N) se puede ha-

cer expĺıcita en el siguiente sentido. En primer lugar, se determina un sistema de re-
presentantes de Cl+(F ), {a}[a]∈Cl+(F ). Quedan determinados conjuntos {â}a ⊂ ôF y

{α̂}a ⊂ B̂× , los órdenes Oa y los grupos Γa según la Observación IV.1. Realizadas
estas elecciones, la variedad de Shimura XB

0 (N) se identifica con una unión disjunta de
variedades conexas:

XB
0 (N) =

⊔
[a]∈Cl+(F )

B×+\
(
hr × α̂Ô×

)
'

⊔
[a]∈Cl+(F )

Γa\hr

B×+(z, α̂Ô×) 7→ Γaz .

(IV.1.7)

Cada una de estas componentes es compacta, lo que implica que XB
0 (N) es compacta.

Observación IV.2. De hecho, si O1
α̂ = {x ∈ Oα̂ : nrd(x) = 1} , el cociente O1

α̂\hr es
compacto. Definimos

A(1)
B =

{
x ∈ A×B : |nrd(x)|AF = 1

}
, A1

B =
{
x ∈ A×B : nrd(x) = 1

}
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y, dado un subgrupo H ⊂ A×B, subgrupos H(1) = H∩A(1)
B y H1 = H∩A1

B. Recordemos,
también, el siguiente hecho: dados un grupo topológico G, un subgrupo abierto H y
un subconjunto arbitrario A ⊂ G, el producto A · H y su complemento son abiertos,
puediéndose escribir como uniones de aquellas coclases x ·H que los intersecan: A ·H =⋃
x∈A·H x·H y Gr

(
A·H

)
=
⋃
x 6∈A·H x·H . Ahora, dado que B es un álgebra indefinida,

V F
∞ contiene, al menos, un lugar en donde el álgebra no ramifica. En particular, por

aproximación fuerte (Teorema II.23), el producto B1 ·B1
∞ es denso en A1

B y, puesto que

B1
∞ Ô1

α̂ = A1
B ∩

(
B×∞,+ Ô×α̂

)
es un subgrupo abierto de A1

B, el complemento A1
B r B1 ·(

B1
∞ Ô1

α̂

)
es abierto y

A1
B = B1B1

∞Ô1
α̂ .

En consecuencia, la aplicación A1
B → hr dada por g = (g∞, ĝ) 7→ g∞ · i induce una

correspondencia

B1\A1
B/K∞Ô1

α̂ ' O1
α̂\hr ,

donde K∞ = SO(2)r × (H1)n−r es el subgrupo compacto maximal en B1
∞. Ahora,

como B es de división, el cociente B×\A(1)
B es compacto.1 El subgrupo B

(1)
∞,+ Ô×α̂ =

A(1)
B ∩

(
B×∞,+ Ô×α̂

)
es abierto, lo que implica que W = A(1)

B rB× ·
(
B

(1)
∞,+ Ô×α̂

)
sea abierto.

En particular, B×\W es abierto en el cociente y su complemento, B×\B× ·
(
B

(1)
∞,+ Ô×α̂

)
es compacto. Pero B

(1)
∞,+ =

(
Z(R) ∩ A(1)

B

)
·B1
∞ y, a fin de cuentas,(

Z(R) ∩ A(1)
B

)
B×\B× ·

(
B

(1)
∞,+ Ô×α̂

)
/K∞Ô×α̂ = B1\B1 ·

(
B1
∞ Ô1

α̂

)
/K∞Ô1

α̂

es compacto.

Cuando B/F es un álgebra definida, r = 0, no tenemos una acción sobre h y

el cociente adélico B×\B×∞ × B̂×/B×∞Ô× = B×\B̂×/Ô× es simplemente un conjunto
finito de puntos en correspondencia con el conjunto Clizq (O) de clases de ideales cuyo
orden a derecha es O (Teorema II.29).

IV.2. Un B×-módulo

Las formas modulares cuaterniónicas que vamos a definir están dadas como funciones
en A×B. Para poder tratarlas de manera homogénea, lo primero será definir el espacio
de llegada de dichas funciones.

Dado un entero w ∈ Z, consideramos el C-espacio vectorial de polinomios ho-
mogéneos de grado w en variables X, Y , con una acción a derecha de GL2(C) dada

1[48, Ch. III, § 1]
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por [
X
Y

]
· γ := (γι)t

[
X
Y

]
=

[
d −c
−b a

] [
X
Y

]
=

[
dX − cY
−bX + aY

]
.

(IV.2.1)

En la expresión anterior, γ es la matriz

[
a b
c d

]
con coeficientes complejos, t denota

transposición e ι denota la adjunta. Fijando un segundo entero m ∈ Z, consideramos
una acción modificada a partir de la anterior: si p es un polinomio homogéneo de grado
w y γ ∈ GL2(C), definimos

p(X, Y ) · γ = det (γ)m p(dX − cY,−bX + aY ) . (IV.2.2)

Denotaremos el espacio de polinomios homogéneos de grado w con esta acción de
GL2(C) por Pw (m) (C).

Sea k = (k1, . . . , kn) un peso (ver § III.2) y sean

k0 = maxi ki , mi =
k0 − ki

2
y wi = ki − 2 .

Si B ⊗Q R = M2×2(R)r ×Hn−r , se considera el GL2(C)n−r-módulo

Wk(C) := Pwr+1 (mr+1) (C) ⊗ · · · ⊗ Pwn (mn) (C) . (IV.2.3)

Si r = n, se define Wk(C) := C. También se cumple Wk(C) ' C, si k = (2, . . . , 2).
Sean v1, . . . , vn los lugares arquimedianos de F . Para cada vj podemos escoger una

inclusión Bvj ↪→ M2×2(C) de manera que la imagen de un elemento t ∈ Z(B×vj) = R×

sea la matriz escalar

[
t
t

]
y la denotamos γ 7→ γj. El morfismo B× ↪→ GL2(C)n−r

dado por

γ 7→ (γr+1, . . . , γn)

determina una estructura de B×-módulo en Wk(C). Si r = n, por ejemplo si B '
M2×2(F ), Wk(C) = C con la acción trivial de B×.

IV.3. Formas modulares cuaterniónicas

En lo que resta de esta sección, asumimos, salvo que se indique lo contrario, que
B/F es un álgebra de cuaterniones de división sobre el cuerpo de números totalmente
real F de grado n, que r ≥ 0 indica la cantidad de lugares arquimedianos no ramificados
y que los lugares arquimedianos v1, . . . , vn están ordenados de forma tal que vi sea no



66

ramificado, si y sólo si i ≤ r. Fijamos un peso k = (k1, . . . , kn) ∈ Zn y escribimos
Wk en lugar de Wk(C). Fijamos también inclusiones (γ 7→ γj) : B×vj ↪→ GL2(C) para

j ≥ r + 1, de manera que quede inducida una acción de B× en el GL2(C)n−r-módulo
Wk, que denotamos x · γ = xγ, si γ ∈ B× y x ∈ Wk.

IV.3.1. Caso indefinido

Supongamos que B es un álgebra indefinida (en este caso, r ≥ 1) y sea O ⊂
B un orden de Eichler. En analoǵıa con las formas modulares eĺıpticas y teniendo
en cuenta la definición (IV.1.7) de la variedad de Shimura asociada a B y al orden
O, las formas modulares que definiremos a continuación son funciones de la forma
f : (h±)r × (B̂×/Ô×) → W que verifican condiciones de regularidad e invarianza con
respecto a una acción del grupo B×.

Para i ∈ [[1, r]], introducimos un factor de automorf́ıa,

Ji : B×vi × h± → C ,

por la expresión

Ji(γ, z) =
j(γ, z)ki

det (γ)mi+ki−1
, (IV.3.1)

donde j
(

[ a bc d ] , z
)

= cz+d . Dado que j(γγ′, z) = j(γ, γ′z) · j(γ′, z) para γ, γ′ ∈ GL2(R)
y z ∈ h±, las funciones Ji cumple con la propiedad análoga

Ji(γγ
′, z) = Ji(γ, γ

′z) · Ji(γ′, z) . (IV.3.2)

Definimos un operador de peso k de la siguiente manera: dados un elemento γ ∈ B× y
una función f : (h±)r × (B̂×/Ô×)→ Wk , sea f

∣∣
k
γ la función

(
f
∣∣
k
γ
)
(z, α̂Ô×) =

( r∏
i=1

Ji(γi, zi)
−1

)
f(γz, γα̂Ô×)γ . (IV.3.3)

Definición IV.3. Dada un álgebra de cuaterniones indefinida B de división, sobre un
cuerpo de números totalmente real F y dado un orden de Eichler O ⊂ B de nivel N,
una forma modular cuaterniónica de peso k y nivel Ô× (o, también, de nivel N) para
B es una función

f : (h±)r × (B̂×/Ô×)→ Wk(C)

holomorfa en la primera variable y localmente constante en la segunda tal que f
∣∣
k
γ = f

para toda γ ∈ B×. Estas funciones constituyen un C-espacio vectorial que denotamos
MB

k (N).
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La descomoposición (IV.1.7) de XB
0 (N) se ve reflejada en una descomposición análo-

ga del espacioMB
k (N). En primer lugar, si a es un representante de las clases estrictas

de F y Γa es el grupo de unidades asociado según (IV.1.6), entonces podemos definir
una acción de Γa en funciones f : hr → Wk de la siguiente manera: si γ ∈ Γa, sea f

∣∣
k
γ

la función dada por (
f
∣∣
k
γ
)
(z) =

( r∏
i=1

Ji(γi, zi)
−1

)
f(γz)γ .

Luego definimos los espacios de funciones holomorfas invariantes por esta acción de Γa:

MB
k (N, a) =

{
f : hr → Wk(C) : f es holomorfa y f

∣∣
k
γ = f ∀γ ∈ Γa

}
.

Entonces la aplicación f 7→ (fa)a, donde fa(z) = f(z, α̂Ô×), determina una transfor-
mación lineal

MB
k (N) →

⊕
a

MB
k (N, a) , (IV.3.4)

pues, si γ ∈ Γa,(
fa
∣∣
k
γ
)
(z) =

( r∏
i=1

Ji(γi, zi)
−1

)
f(γz, α̂Ô×)γ =

(
f
∣∣
k
γ
)
(z, γ−1α̂Ô×)

= f(z, γ−1α̂Ô×) = f(z, α̂Ô×) = fa(z) .

Esta transformación es un isomorfismo de C-espacios vectoriales. El argumento es análo-
go al de la demostración de la Proposición III.15, con la salvedad de que, en este caso,
hay que tener en cuenta la acción de B× en Wk. El isomorfismo (IV.3.4) depende de
la elección de los representantes a de las clases estrictas de F , de los idèles â ∈ ôF que
cumplen (IV.1.5) y de los elementos α̂ tales que nrd(α̂) = â.

IV.3.2. Caso definido

Si B es un álgebra definida, no hay acción sobre el semiplano complejo.

Definición IV.4. Sea B un álgebra de cuaterniones definida, sobre un cuerpo de núme-
ros totalmente real F y sea O ⊂ B un orden de Eichler de nivel N. Una forma modular
cuaterniónica de peso k y nivel Ô× (o, también, de nivel N) para B es una función

f : B̂×/Ô× → Wk(C)

que satisface, para toda γ ∈ B×,(
f
∣∣
k
γ
)
(α̂Ô×) := f(γα̂Ô×)γ = f(α̂Ô×) . (IV.3.5)

El espacio de formas modulares correspondientes lo denotamos MB
k (N).
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El grupo de unidades B× actúa en el conjunto de ideales I de B con Oder(I) = O
por multiplicación a izquierda. Una forma modular f para B es entonces una función
equivariante respecto de esta acción. Si I = α̂Ô× ∩B, el estabilizador de I es el grupo
de unidades de su orden a izquierda:

Γα̂ = (α̂Ô×α̂−1) ∩ B× =
{
b ∈ B× : bI = I

}
.

De esta manera, tomando un sistema de representantes de las clases en Clizq (O), se
obtiene un isomorfismo

MB
k (N)

∼−→
⊕

[I]∈Clizq (O)

Wk(C)Γα̂ (IV.3.6)

dado por f 7→ (f(α̂Ô×))[I]∈Clizq (O) .

IV.4. Funciones en los adèles

A continuación mostramos que las formas modulares cuaterniónicas, como las formas
modulares de Hilbert, tienen una contraparte adélica. El rol que ocupaba el grupo
GL2/F es en este caso ocupado por el grupo de unidades de un álgebra de cuaterniones
de división.

IV.4.1. Caso indefinido

Supongamos que B es un álgebra indefinida y sea f : (h±)r × (B̂×/Ô×) → Wk tal

que f
∣∣
k
γ = f para toda γ ∈ B×. Definimos una función φf : B×∞ × B̂× → Wk por

φf (g, α̂) =

( r∏
i=1

Ji(gi,
√
−1)−1

)
f(g · i, α̂Ô×)g . (IV.4.1)

Dada φ : B×∞ × B̂× → Wk y un elemento (h, β̂) ∈ B×∞ × B̂×, definimos

(
φ
∣∣
k
(h, β̂)

)
(g, α̂) =

( r∏
i=1

Ji(hi,
√
−1)−1

)
φ(gh−1, α̂β̂−1)h . (IV.4.2)

Entonces, la función φf satisface

I φf
∣∣
k
(h, β̂) = φf para toda h ∈ CB

i y β̂ ∈ Ô× y

II φf (γg, γα̂) = φf (g, α̂) para toda γ ∈ B×.
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En cuanto a I, por (IV.4.1) y (IV.4.2),

(
φf
∣∣
k
(h, β̂)

)
(g, α̂) =

( r∏
i=1

Ji(hi,
√
−1)−1

)
φf (gh

−1, α̂β̂−1)h

=

( r∏
i=1

Ji(hi,
√
−1)−1Ji(gih

−1
i ,
√
−1)−1

)
f(gh−1 · i, α̂β̂−1Ô×)(gh−1)h .

Si h ∈ CB
i y β̂ ∈ Ô×, esto es igual a φf (g, α̂) de lo que se deduce I. En cuanto a II,

φf (γg, γα̂) =

( r∏
i=1

Ji(gi,
√
−1)−1

){( r∏
i=1

Ji(γi, zi)
−1

)
f(γz, γα̂Ô×)γ

}g
,

donde z = g · i. Si γ ∈ B×, por (IV.3.3) y f
∣∣
k
γ = f , esta expresión es igual a φf (g, α̂).

Rećıprocamente, si φ : B×∞ × B̂× → Wk es una función que cumple con I y II,
entonces la expresión

fφ(z, α̂Ô×) =

( r∏
i=1

Ji(gi,
√
−1)

)
φ(g, α̂)g

−1

define una función fφ : (h±)r × (B̂×/Ô×) → Wk (por I, fφ está bien definida) que
verifica fφ

∣∣
k
γ = fφ para γ ∈ B× (por II).

IV.4.2. Caso definido

Si B es un álgebra definida, al no haber acción en el semiplano, la construcción
anterior se simplifica. Sea f : B̂×/Ô× → Wk una función tal que f

∣∣
k
γ = f para γ ∈ B×

(la acción está dada por la expresión (IV.3.5)) y sea φf : B×∞ × B̂× → Wk la función
dada por

φf (g, α̂) = f(α̂Ô×)g . (IV.4.3)

Como en el caso indefinido introducimos un operador de peso k. Dada una función
φ : B×∞ × B̂× → Wk y (h, β̂) ∈ B×∞ × B̂×, sea φ

∣∣
k
(h, β̂) la función dada por(

φ
∣∣
k
(h, β̂)

)
(g, α̂) = φ(gh−1, α̂β̂−1)h . (IV.4.4)

Con estas definiciones, si f
∣∣
k
γ = f para γ ∈ B×, vale también que

I φf
∣∣
k
(h, β̂) = φf para toda h ∈ B×∞ y β̂ ∈ Ô× y

II φf (γg, γα̂) = φf (g, α̂) para toda γ ∈ B×.
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Equivalentemente, φf satisface

φf (gh, α̂) = φf (g, α̂)h , φf (g, α̂β̂) = φf (g, α̂) y φf (γg, γα̂) = φf (g, α̂)

para h ∈ B×∞, β̂ ∈ Ô× y γ ∈ B×. Rećıprocamente, si φ : B×∞ × B̂× → Wk satisface
estas condiciones, entonces la expresión

fφ(α̂Ô×) = φ(g, α̂)g
−1

define una función fφ : B̂×/Ô× → Wk que cumple que fφ
∣∣
k
γ = fφ para γ ∈ B×. En

particular, para cada α̂ ∈ B̂× y cada γ ∈ Γα̂ = (α̂Ô×α̂−1) ∩B× ,

φ(1, α̂)γ = φ(γ, γα̂) = φ(1, α̂) .

IV.4.3. Formas automorfas

Sea, ahora, B/F un álgebra de cuaterniones de división, definida o indefinida. Sea
O ⊂ B un orden de Eichler. A cada lugar arquimediano v ∈ V F

∞ le asociamos un grupo
compacto Kv de la siguiente manera:

Kv =

{
SO(2) si v es no ramificado

H1 si v es ramificado
.

Sea K∞ =
∏

v∈V F∞
Kv el producto de estos grupos. Entonces K∞ es un subgrupo com-

pacto y conexo de la parte arquimediana B×∞ de A×B (si B es indefinida, es el subgrupo
compacto conexo maximal del estabilizador CB

i = Z(R) ·K∞).

Definición IV.5 ([23]). Una función φ : A×B = B×∞× B̂× → C es una forma automorfa

de nivel Ô×, si es C∞ en la primera variable y localmente constante en la segunda y:

(i) φ(γg) = φ(g) para todo γ ∈ B×,

(ii) φ(gβ̂) = φ(g) si β̂ ∈ Ô×,

(iii) φ es K∞-finita y Z-finita, es decir, el espacio generado por las funciones g 7→
φ(ηgh) con h ∈ K∞ y η ∈ Z(AF ), es de dimensión finita,

(iv) si ∆i ∈ U(Lie(B×vi)) es el elemento de Casimir en (la complexificación de) el
álgebra envolvente del álgebra de Lie de B×vi ' GL2(R) para cada lugar vi que no
ramifica (i = 1, . . . , r), entonces la órbita de φ por la acción de estos operadores
está contenida en un subespacio de dimensión finita de C(A×B).
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Más generalmente, dado un espacio vectorial complejo W , una función φ : A×B → W se

dice forma automorfa de nivel Ô×, si para toda funcional lineal λ : W → C, λ ◦ φ es
una forma de ese tipo.

Proposición IV.6 ([23]). La aplicación f 7→ φf determina una correspondencia entre

formas modulares de peso k y nivel Ô× y formas automorfas φ : A×B → Wk(C) que
satisfacen I y II y, para cada lugar arquimediano no ramificado vi,

dρX−i φ = 0 ,

donde ρ : B×∞ → Aut(C∞(B×∞)) es la representación regular a derecha y X−i es el

elemento de gl(2,C) ' Lie(B×vi)⊗R C dado por la matriz

[
1 −i
−i −1

]
.

IV.5. La correspondencia de Jacquet-Langlands

La interpretación automorfa de las formas modulares cuaterniónicas permite definir
de manera uniforme los operadores de Hecke para un álgebra definida o indefinida, tal
como se hace para el álgebra de matrices. Dados, pues, un álgebra de cuaterniones B/F ,

un orden de Eichler O en B y un idèle π̂ ∈ B̂×, el subgrupo abierto Ô× actúa a izquierda
sobre el compacto Ô×π̂Ô× ⊂ B̂×, de lo que se deduce que existe una descomposición

Ô×π̂Ô× =
⊔
i

Ô×π̂i (IV.5.1)

y el sistema de representantes {π̂i}i es un conjunto finito. Sea N el nivel del orden O.
Si B es un álgebra indefinida y f ∈MB

k (N), la expresión(
Tπ̂f

)
(z, α̂Ô×) =

∑
i

f(z, α̂π̂−1
i Ô×) (IV.5.2)

define un nuevo elemento deMB
k (N); si B es un álgebra definida, la expresión análoga,

sin el argumento arquimediano ‘z’, también define una forma modular del mismo peso y
del mismo nivel que f . En todo caso, queda determinado, de esta manera, un operador
Tπ̂ : MB

k (N)→MB
k (N) asociado al idèle π̂.

Sea D el discriminante de B y sea p un ideal primo tal que p - DN. Sea p un
uniformizador de oF,p, un generador de su ideal maximal, y sea π ∈ Op el elemento
dado por la matriz

π =

[
p

1

]
.
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Sea π̂ ∈ B̂× el idèle dado por π̂v = 1, si v 6= p y tal que π̂p = π. Llamamos operador

de Hecke en p al operador Tp := Tπ̂, determinado por una descomposición de Ô×π̂Ô×.
Definimos, también,

I(p) =
{
x̂ ∈ Ô : nrd(x̂) ∈ p̂ôF×

}
y Θ(p) = Ô×\I(p) .

Entonces I(p) = Ô×x̂Ô× para todo x̂ perteneciente a este conjunto, pues (p,DN) = 1,

y, en particular, I(p) = Ô×π̂Ô×. Además, la sumatoria en la definición de Tp se realiza
sobre un sistema de representantes de Θ(p), tanto en el caso indefinido, como en el
definido. Dado que para ideales primos distintos p, q los operadores correspondientes
Tp y Tq actúan en distintas coordenadas, se deduce que conmutan. El álgebra de Hecke
actuando en MB

k (N) es el álgebra de endomorfismos generada por el conjunto
{
Tp :

p - DN
}

. Denotamos por SBk (N) el espacio de formas cuaterniónicas cuspidales de
peso k y nivel N para B. En la siguiente sección se explicará lo que se quiere decir por
“cuspidal”; a los fines de enunciar el siguiente teorema, es suficiente saber que SBk (N)

es un subespacio deMB
k (N), con la estructura de módulo de Hecke dada por restringir

los operadores Tp.
Sea N ⊂ oF un ideal ı́ntegro y supongamos que N = DN′ con D y N′ ı́ntegros y D

libre de cuadrados. Por el Teorema de clasificación II.20, existe al menos un álgebra de
cuaterniones B/F de discriminante D. Supongamos, además, que (D,N′) = 1.

Teorema IV.7 (Jacquet-Langlands). Existe un morfismo inyectivo SBk (N′) ↪→ Sk (DN′)

que preserva la acción de Hecke y cuya imagen es el subespacio Sk (DN′)D−new de formas
nuevas en todo ideal primo divisor de D.

El Teorema IV.7 nos da un procedimiento para recuperar Sk (N) a través de formas
modulares cuaterniónicas. Supongamos que l es un ideal primo que divide a N pero
que al cuadrado no lo divide. Por el Teorema de clasificación global para álgebras
de cuaterniones II.20, sabemos que existe un álgebra de cuaterniones B/F tal que
Ram(B) ∩ V F

f = {l}, es decir, l es el único lugar finito de F en donde B ramifica. Si
elegimos B de esta manera,

Sk (N) = Sk (N)l−new ⊕ Sk (N)l−old

= SBk (N′) ⊕ ι1
(
Sk (N′)

)
⊕ ιl

(
Sk (N′)

)
.

El problema de la descripción de Sk (N) se reduce entonces a poder determinar un
subespacio en correspondencia con un espacio de formas cuaterniónicas y un subespacio
de formas de Hilbert de nivel “más bajo”.

Aun asumiendo que podemos calcular sin problemas los espacios de formas cuspida-
les cuaterniónicas SBk (N′) para un nivel arbitrario N′, este procedimiento presenta un
inconveniente. Supongamos primero, para simplificar, que N = pq, con p y q ideales
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primos distintos. Entonces la descomposición de Sk (pq) se puede hacer, en principio,

de varias maneras. Podemos elegir un álgebra B con Ram(B)∩V F
f = {p} para obtener

Sk (pq) = SBk (q) ⊕ Sk (pq)p−old ;

si n = [F : Q] = 1 o 2, hay una única álgebra de tales caracteŕısticas, pero si n > 2 hay
más de una elección posible. Podemos, también, intercambiar los roles de p y de q. O
bien podemos elegir B de manera que Ram(B) ∩ V F

f = {p, q} –de nuevo, hay más de
una manera de hacer esta elección, si n ≥ 2– y obtener aśı

Sk (pq) = SBk (1) ⊕ Sk (pq)pq−old

= SBk (1) ⊕ Sk (pq)old .

Pero, si el nivel N no es libre de cuadrados, no tenemos tantas elecciones. Por
ejemplo, si N = p2, el discriminante de B debe ser D = 1, es decir, sólo podemos
permitir ramificación en infinito. Si n = 1 esto es imposible y si n = 2 hay una única
elección posible. En general, los métodos que describiremos en el Caṕıtulo V se basan
en poder elegir B de manera que r, la cantidad de lugares arquimedianos en donde B
no ramifica, sea, o bien 0, o bien 1. En ese caso, si N = p2, hay una única forma de
realizar esa elección.

En el caṕıtulo siguiente, describimos en detalle los módulos de Hecke SBk (N), man-
teniendo, como hasta ahora, la distinción entre las álgebras definidas e indefinidas. La
descripción en el caso indefinido es muy similar a la del módulo de formas de Hilbert
cuspidales. Vı́a los isomorfismos de Eichler-Shimura, los espacios de formas cuaternóni-
cas para un álgebra indefinida B se realizan en la cohomoloǵıa de la variedad de Shi-
mura XB

0 (N). Esta reinterpretación da lugar, en el caso particular en que B ramifica
en todos excepto un único lugar arquimediano, a un método para calcular formas de
Hilbert cuspidales. Por otra parte, la descripción cuando B es totalmente definida es
lo suficientemente expĺıcita como para ser implementada y obtener, aśı, un segundo
método.
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Caṕıtulo V

Métodos para el cálculo de formas de Hilbert

Como ya mencionamos, el Teorema IV.7 proporciona una manera de reconstruir los
espacios Sk (N) de formas de Hilbert cuspidales. El problema de describir la estructura

de Hecke de Sk (N) se reduce a poder calcular SBk (N′) para un álgebra de cuaterniones
B y un nivel dado N′, en un principio, arbitrarios. Por calcular se entiende, dado
un ideal primo p de oF , coprimo con N′, describir la acción de un operador Tp en
términos de una base independiente de p. Según lo desarrollado en la Sección § III.7,
esto equivale a determinar los posibles sistemas de autovalores {ap}p asociados a la
familia de operadores Tp. El objetivo de este caṕıtulo es describir dos métodos para
llevar a cabo este procedimiento. Estos métodos se dividen en el método indefinido y el
método definido, de acuerdo con el álgebra B.

V.1. Método indefinido

Sea B/F un álgebra indefinida, distinta de matrices, y sea O un orden de Eichler
de nivel N en B. Empecemos describiendo el módulo de Hecke SBk (N). La variedad

de Shimura XB
0 (N) es compacta1 y no tiene cúspides. Tiene sentido decir, entonces,

que toda forma modular para B es cuspidal, es decir, definimos SBk (N) := MB
k (N) .

Asumimos dado un sistema de representantes {a} del grupo de clases estrictas de F ;

para cada representante a, elegimos â ∈ F̂× tal que a = âôF ∩ F y α̂ ∈ B̂× tal que
nrd(α̂) = â. Utilizaremos la siguiente notación:

Ôa = α̂Ôα̂−1 , Oa = Ôa ∩B y Γa = O×a,+ = O×a ∩B×+ .

El espacio SBk (N) se descompone como suma directa de SBk (N, a) v́ıa el isomorfismo

(IV.3.4), dado por f 7→ (fa)a donde fa(z) = f(z, α̂Ô×). Los operadores de Hecke actúan
permutando estos subespacios. Sea b el representante de las clases estrictas que verifica

1ver § IV.1
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[b] = [ap−1]. Entonces, para cada representante π̂ de las órbitas en Θ(p), el ret́ıculo

α̂π̂−1Ôβ̂−1 ∩ B es un ideal de B cuyo orden a derecha es Ob y su norma reducida
es un ideal en la clase (estricta) principal. En consecuencia, existe $ ∈ B×+ tal que

α̂π̂−1Ôβ̂−1 ∩ B = $−1Ob y una unidad û ∈ Ô× tal que α̂π̂−1ûβ̂−1 = $−1 . Si ahora
miramos las componentes de la forma Tpf se deduce que, usando la invarianza de f ,

(Tpf)a(z) =
∑
π̂∈Θ(p)

f(z, α̂π̂−1Ô×) =
∑
$

f(z,$−1β̂Ô×) =
∑
$

(
fb
∣∣
k
$
)
(z) .

Si bien esto muestra que la descripción de Tp en términos de la descomposición de
SBk (N) es sencilla, la utilidad de la igualdad

(
Tpf
)
a

=
∑

$ fb
∣∣
k
$ depende de poder

hallar todos aquellos elementos $ cuya existencia está garantizada por aproximación
fuerte. Estos elementos se pueden caracterizar globalmente. La sumatoria se realiza
sobre un sistema de representantes de

Θ(p)a,b = Γb\
{
$ ∈ IbI−1

a ∩B×+ : nrd($)ap−1 = b
}

,

donde Ia = α̂Ô ∩B e Ib = β̂Ô ∩B. El argumento es similar al dado en la Observación
III.25. El resultado III.26 también es válido en este caso, es decir, siendo B un álgebra
de división indefinida.2

Observación V.1. Los operadores de Hecke actúan por bloques en SBk (N), permu-

tando en cierto sentido los sumandos SBk (N, a): dados p - DN primo y a y b tales que

[b] = [ap−1], definimos
(
Tp
)
a,b

: SBk (N, b)→ SBk (N, a) por

(
Tp
)
a,b
fb =

∑
$∈Θ(p)a,b

fb
∣∣
k
$ .

Entonces el operador Tp actúa como la matriz de operadores
[(
Tp
)
a,b

]
a,b

, donde a y b

recorren los representantes de las clases estrictas de F y (Tp)a,b es el operador recién
definido, si [a] = [bp], y es igual a 0, en caso contrario.

El método indefinido se basa en poder resolver el siguiente problema de manera
expĺıcita.

Problema V.2. Dado un cuerpo de números totalmente real F de grado n = [F : Q], un
álgebra de cuaterniones indefinida B/F , un ideal N de F coprimo con el discriminante
D de B y un peso k ∈ Zn, calcular los posibles sistemas de autovalores de los operadores
de Hecke Tp actuando en SBk (N) para (p,DN) = 1.

2[44, Propo. 2.3]
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En el caso en que el álgebra B/F ramifica en n − 1 lugares arquimedianos y el
peso verifica k ∈ (2Z≥1)n, este problema admite una solución mediante el cálculo en
la cohomoloǵıa de curvas de Shimura.3 En particular, si el grado de la extensión, n, es
impar, eligiendo B de discriminante D = 1, es decir, B ramifica exactamente en n− 1
lugares arquimedianos (y en ningún lugar finito), por la correspondencia de Jacquet-
Langlands, se obtiene un algoritmo que permite calcular los sistemas de autovalores
en el espacio de formas de Hilbert cuspidales de nivel N de los operadores de Hecke
coprimos con el nivel.

Sean F , B, N y k como en el enunciado del problema y sean v1, . . . , vn los lugares
arquimedianos de F . Supongamos que B ramifica en vi para i ≥ 2. En tal caso, B∞ '
M2×2(R)×Hn−1 . Supongamos, también, que contamos con un orden de Eichler O en
B de nivel N, coprimo con D. Existe una descomposición de la variedad de Shimura
asociada a B y a O dada por

XB
0 (N)(C) =

⊔
a

Γa\h ,

donde cada componente XB
0 (N, a)(C) = Γa\h es una curva conexa y compacta. En lo

que resta de esta sección, reservamos la notación Γa para la imagen de O×a,+ en PGL2(R).
Fijamos una inmersión ι1 : B× → GL2(R) , asociada al lugar arquimediano en donde
B es no ramificada, y denotamos por ι∞ la imagen de ι1 en el cociente. Entonces

Γa := ι∞
(
O×a,+

)
⊂ PGL+

2 (R) .

Si f ∈ SBk (N), las componentes fa : h→ Wk(C) están dadas por fa(z) = f(z, α̂Ô×)
y verifican (

fa
∣∣
k
γ
)
(z) :=

det (γ1)m1+k1−1

j(γ1, z1)k1
fa(γ1z)γ = fa(z) (V.1.1)

para toda γ ∈ O×a,+. Si k ∈ (2Z)n es par, entonces la expresión anterior tiene sentido
tomando γ ∈ Γa e identificando Γa ' O×a,+/o×F .

Los espacios de formas cuaterniónicas SBk (N) se realizan en la cohomoloǵıa de las
curvas Γa\h a través de los isomorfismos de Eichler-Shimura [32, Propo. 4.4]. Esto per-
mite estudiar la estructura del módulo de Hecke de formas modulares cuaterniónicas,
utilizando algoritmos espećıficos para el cálculo en cohomoloǵıa. Es necesario, enton-
ces, entender cómo se traslada la acción de los operadores de Hecke a una acción en
cohomoloǵıa.

V.1.1. Cohomoloǵıa de grupos

Sea K un anillo conmutativo con 1 y sea Γ un grupo. Empezamos repasando la
definición de los grupos de cohomoloǵıa de Γ con coeficientes en un K[Γ]-módulo. Dado

3[21] y [49]
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un K[Γ]-módulo a derecha M y dado i ≥ 1, denotamos por Ci(Γ,M) el K-módulo de
funciones Γ× · · ·×Γ→M definidas en el producto de i copias de Γ que toman valores
en M . Si i = 0, C0(Γ,M) = M . Para cada i ≥ 1, sea ∂ : Ci(Γ,M) → Ci+1(Γ,M) el
morfismo dado por

(
∂u
)
(γ1, . . . , γi) = u(γ2, . . . , γi) +

i∑
j=1

(−1)j u(γ1, . . . , γj−1, γjγj+1, . . . , γi+1)

+ (−1)i+1 u(γ1, . . . , γi) · γi+1

en u ∈ Ci(Γ,M). Si i = 0, se define, para x ∈M ,(
∂x
)
(γ) = x · (1− γ) .

La composición ∂ ◦ ∂ es cero y los K-módulos Ci(Γ,M), junto con los morfismos ∂,
definen un complejo de cocadenas. Para cada i ≥ 0, denotamos los submódulos de
Ci(Γ,M) conformados por los cociclos y conformados por los cobordes por

Z i(Γ,M) = ker(∂) y B i(Γ,M) = img(∂) ,

respectivamente, y definimos el i-ésimo grupo de cohomoloǵıa de Γ con coeficientes en
M como

H i(Γ,M) = Z i(Γ,M)/B i(Γ,M) .

Observación V.3. Si MΓ =
{
x ∈ M : x · γ = x, ∀γ ∈ Γ

}
denota el submódulo

maximal en donde Γ actúa de manera trivial,

H 0(Γ,M) = Z 0(Γ,M) = MΓ .

De las definiciones de cociclos y cobordes,

Z 1(Γ,M) =
{
f : Γ→M : f(γδ) = f(γ) · δ + f(δ)

}
y

B1(Γ,M) =
{
f : Γ→M : f(γ) = x− x · γ para cierto x ∈M

}
.

Todo cociclo f ∈ Z 1(Γ,M) verifica

f(e) = 0 ,

f(γ−1) = −f(γ) · γ−1 y

f(γδγ−1) · γ = f(δ) − f(γ) · (1− δ) ,

(V.1.2)

si γ, δ ∈ Γ y si e ∈ Γ denota el elemento neutro.
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Buscamos asociarle, a una forma f ∈ SBk (N, a), un elemento en la cohomoloǵıa

H 1(Γa,M) del grupo Γa = ι∞
(
O×a,+

)
. La construcción que hacemos a continuación se

encuentra, con algunas modificaciones en [45, Ch. 8].
Primero, será necesario especificar el módulo de coeficientes. Con ese objetivo, pro-

fundizamos en la definición dada en la Sección IV.2. Seguimos denotando por K un
anillo conmutativo con unidad. Sean w,m ∈ Z y w ≥ 0 y sea G el grupo G = GL2(K).
Dado un polinomio p en las variables X e Y , con coeficientes en el anillo K, homogéneo

de grado w y dada γ =

[
a b
c d

]
∈ G , definimos un nuevo polinomio p · γ por:

(p · γ)(X, Y ) = det (γ)m p(dX − cY,−bX + aY ) .

El polinomio p · γ es homogéneo del mismo grado que p y (p, γ) 7→ p · γ determina
una estructura de G-módulo a derecha en los polinomios homogéneos de grado w en
dos indeterminadas con coeficientes en K. Denotamos este módulo por Pw (m) (K). Los
elementos centrales, a ∈ K×, actúan por multiplicación por una potencia del escalar
correspondiente: p · a = a2m+w p.

Dado un peso k = (k1, . . . , kn) ∈ Zn, definimos el Gn-módulo

Lk(K) = Pw1 (m1) (K) ⊗ · · · ⊗ Pwn (mn) (K) ,

donde, como en la Sección IV.2,

k0 = máx
i

ki , mi =
k0 − ki

2
y wi = ki − 2 .

Si K = C, Lk(C) es un producto del módulo Wk(C), el codominio de una forma modular
cuaterniónica. El espacio Lk(C) se convierte en un B×-módulo v́ıa inmersiones ιi :
B× ↪→ GL2(C). Si x ∈ Lk(C) y t ∈ F×, entonces x · t = Nm(t)k0−2 x. En particular, si
2 | k0, tiene sentido hablar del Γa-módulo Lk(C).

V.1.2. Isomorfismos de Eichler-Shimura

Definimos, ahora, una aplicación v : SBk (N, a) → Ω1(h, Lk(C)) , que, a una forma
cuspidal f le asigna una 1-forma (holomorfa) en h a valores en el espacio vectorial
complejo Lk(C). Dado un punto z ∈ h, sea v(z) ∈ P1(C) el polinomio

v(z) = zX + Y =
[
z 1

] [X
Y

]
.

Si γ ∈ GL2(R), se cumple

v(γz) =
[
az+b
cz+d

1
] [X

Y

]
= j(γ, z)−1

[
z 1

] [a c
b d

] [
X
Y

]
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Dados w ≥ 0 y m ∈ Z, miramos a v(z)w como elemento de Pw (m) (C) y, recordando
que γι = det (γ)γ−1, deducimos que

v(z)w · γ−1 = det (γ)−m
(
v(z)w

)( [
X Y

]
(det (γ)−1 γι)ι

)
= det (γ)−m

( [
z 1

]
det (γ)−1 γt

[
X
Y

])w
.

Es decir,

v(γz)w = j(γ, z)−w det (γ)w+m
(
v(z)w · γ−1

)
Si f ∈ SBk (N, a) es una forma cuspidal, definimos

v(f) = v(z)w1 ⊗ f(z) dz ,

con v(z)w1 ∈ Pw1 (m1) (C).

Observación V.4. Calculamos el pullback de v(f) por una transformación γ. De la
expresión (V.1.1) y recordando que w1 = k1 − 2, se deduce que

γ∗v(f) = v(γz)w1 ⊗ f(γz) d(γz)

=
det (γ1)w1+m1

j(γ1, z)w1

(
v(z)w1 · γ−1

)
⊗ f(γz)

det (γ1)

j(γ1, z)2
dz

=
(
v(z)w1 · γ−1

)
⊗
(

det (γ1)k1+m1−1

j(γ1, z)k1
f(γz)

)
dz .

Es decir, en general,

γ∗v(f) =
(
v(z)w1 ⊗ f

∣∣
k
γ(z)

)
· γ−1 dz = v

(
f
∣∣
k
γ
)
· γ−1 . (V.1.3)

Si γ ∈ Γa, entonces γ∗v(f) = v(f) · γ−1 .

Sea τ0 ∈ h y sea p0 ∈ Lk(C). Dada una forma cuspidal f , la expresión

ϕ(τ) =

∫ τ

τ0

v(f) + p0

define una función h→ Lk(C). Por la Observación V.4, dada γ ∈ Γa,

ϕ(γτ) =

∫ γτ

γτ0

v(f) +

∫ γτ0

τ0

v(f) + p0 =

(∫ τ

τ0

v(f)

)
· γ−1 +

∫ γτ0

τ0

v(f) + p0

= ϕ(τ) · γ−1 + t̃(γ) ,
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donde

t̃(γ) :=

∫ γτ0

τ0

v(f) + p0 · (1− γ−1) .

La función t : Γa → Lk(C) dada por t(γ) = t̃(γ−1) verifica

t(γδ) = t(γ) · δ + t(δ) .

Es decir, t ∈ Z 1(Γa, Lk(C)). Cambiando p0 por algún otro elemento del módulo Lk(C),
la función que se obtiene en lugar de t difiere de ésta en un coborde. Definimos, dada
una forma cuspidal f , una función tf : Γa → Lk(C) por

tf (γ) =

∫ γ−1τ0

τ0

v(f)

y, al igual que t, la función tf está definida, módulo B1(Γa, Lk(C)), independientemente
de τ0 y satisface tf (γδ) = tf (γ) · δ + tf (δ) . La aplicación f 7→ [tf ] determina una
transformación C-lineal

ESa : SBk (N, a) → H 1(Γa, Lk(C))

Como, los operadores de Hecke actúan en los espacios SBk (N, a) de manera conjunta,
consideramos

ES : SBk (N) → H =
⊕
a

H 1(Γa, Lk(C))

dada por ES =
⊕

a ESa .

Observación V.5. Repitiendo el razonamiento anterior con la parte real Re(v(f))

en lugar de v(f) y R en lugar de C, se deduce que la aplicación f 7→ clase
[
γ 7→∫ γ−1τ0

τ0
Re(v(f))

]
determina una transformación lineal real SBk (N, a)→ H 1(Γa, Lk(R)) .

Esta transformación es un isomorfismo de R-espacios vectoriales (ver [45, Thm. 8.4]).
Se puede obtener un isomorfismo de C-espacios, por medio de una involución en H. La
definición que proporcionamos de dicha involución está adaptada de [49, § 2.4].

Recordemos de § II.7 el grupo de clases Cl(+)(F ) = F×(+)\F̂×/ôF
×

, donde F×(+) =

nrd(B×) es la imagen de la norma reducida en F×. El núcleo del epimorfismo canónico

Cl+(F ) = F×+ \F̂×/ôF
× → Cl(+)(F ) está dado por F×(+)/F

×
+ =

(
Z/2Z

)r
, donde r es

la cantidad de lugares arquimedianos no ramificados de B.4 Puesto que la cantidad de

4ver la Observación II.22.
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lugares arquimedianos en donde el álgebra B/F no ramifica es r = 1, el núcleo es trivial
–este es el caso, si y sólo si existe una unidad u ∈ o×F que cumple vi(u) > 0 para i ≥ 2
y v1(u) < 0– o bien es ćıclico de orden 2. En todo caso, podemos elegir un ideal m de
F cuya clase estricta genere el núcleo del morfismo canónico Cl+(F )→ Cl(+)(F ). Dado
un representante a del grupo de clases estrictas, existe un único representante a′ tal que
[am] = [a′]. En particular, las clases de a y de a′ son iguales en Cl(+)(F ). Ahora, como
B/F es indefinida, según el Teorema II.21, la norma reducida induce un isomorfismo

entre este grupo de clases y el cociente B×\B̂×/Ô× . Deducimos que existe µa,a′ ∈ B×
tal que det ((µa,a′)1) < 0 y α̂Ô× = µ−1

a,a′α̂
′Ô× , o, lo que es lo mismo,

µa,a′ Γa µ
−1
a,a′ = Γa′ .

Dado f ∈ Z 1(Γa′ , Lk(C)), sea f
∣∣W∞,a,a′ ∈ Z 1(Γa, Lk(C)) el cociclo definido por

f
∣∣W∞,a,a′(γ) = f(µa,a′γµ

−1
a,a′) · µa,a′ . (V.1.4)

Si f ∈ B1(Γa′ , Lk(C)), entonces la igualdad (1 − µγµ−1)µ = µ(1 − γ) implica que
f
∣∣W∞,a,a′ es un coborde. Queda determinada una transformación lineal

W∞,a,a′ : H 1(Γa′ , Lk(C)) → H 1(Γa, Lk(C)) ,

para cada par de representantes a y a′ tales que [am] = [a′]. Denotamos por W∞ el
endomorfismo inducido en H:

(fa′)a′
∣∣W∞ = (fa′

∣∣W∞,a,a′)a .

Observación V.6. La definición de W∞,a,a′ no depende de la elección de µa,a′ . Sea ν =

νa,a′ ∈ B× tal que det (ν1) < 0 y α̂Ô× = ν−1α̂′Ô× y sea µ = µa,a′ . Sea f ∈ Z 1(Γa′ , Lk(C))

y sea g el cociclo en Γa dado por g(γ) = f(µγµ−1) · µ. La igualdad να̂Ô× = µα̂Ô×
implica que µ−1ν ∈ Γa, con lo cual, por la expresión (V.1.2),

f(νγν−1) · ν = g
(
(µ−1ν) γ (µ−1ν)−1

)
· (µ−1ν)

= g(γ) − g(µ−1ν) · (1− γ) ∈ f(µγµ−1) · µ + B1(Γa, Lk(C)) .

Por la Observación V.6, la igualdad [m]2 = [1] en Cl+(F ) implica que W∞ es una
involución en H. Si [am] = [a′] entonces [a′m] = [a]. En particular, W 2

∞ es diagonal y
es igual a W∞,a′,a ◦W∞,a,a′ en la componente correspondiente a a. Tomando µa′,a = µ−1

a,a′

en la definición de W∞,a′,a, se deduce que W 2
∞ es la identidad en cada componente.

Por medio de W∞, podemos descomponer el espacio H como suma directa de auto-
espacios para la involución: H = H+ ⊕H−, donde

H± =
{
f ∈ H : f

∣∣W∞ = ±f
}

.

Teorema V.7 ([32, Propo. 4.4]). Si ES+ : SBk (N)→ H+ denota la composición de ES
con la proyección en el autoespacio H+, entonces ES es un isomorfismo de C-espacios
vectoriales.
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V.1.3. Acción de Hecke en cohomoloǵıa

Sea p un ideal primo de oF que no divide a DN y sean a y b representantes que
cumplen con [b] = [ap−1]. Si f ∈ SBk (N, b), el operador de Hecke en f ,

Tpf =
∑
$

f
∣∣
k
$ ,

define una forma en SBk (N, a), donde la suma se realiza sobre representantes de Θ(p)a,b.
El grupo Γa actúa derecha sobre este conjunto. Si $ ∈ Θ(p)a,b y γ ∈ Γa, existen
$γ ∈ Θ(p)a,b y δ$ ∈ Γb tales que

$γ = δ$$γ . (V.1.5)

Aśı, en analoǵıa con la definición de Tp, se define, dada f ∈ H1(Γb, Lk(C)), un elemento
T (p)f del grupo H1(Γa, Lk(C)) como la clase del cociclo

T (p)f : γ 7→
∑
$

f(δ$)$γ . (V.1.6)

Observación V.8. La expresión (V.1.6) define un cociclo en Z 1(Γa, Lk(C)). Dadas
γ, γ′ ∈ Γa,

$ (γγ′) = (δ$$γ) γ
′ = (δ$δ

′
$γ ) ($γ)γ′ ,

para ciertas δ$, δ
′
$γ ∈ Γb . En particular, la permutación $ 7→ $γγ′ es la composición de

las permutaciones determinadas por γ y por γ′ y, además, si denotamos δ′′$ al elemento
que verifica $ (γγ′) = δ′′$$γγ′ , vale que δ′′$ = δ$δ

′
$γ . Entonces(

T (p)f
)
(γγ′) =

∑
$

f(δ$δ
′
$γ ) · ($γ)γ′ =

∑
$

f(δ$) · δ′$γ ($γ)γ′ + f(δ′$γ ) · ($γ)γ′

=
(∑

$

f(δ$) ·$γ

)
· γ′ +

∑
$

f(δ′$γ ) · ($γ)γ′

=
(
T (p)f

)
(γ) · γ′ +

(
T (p)f

)
(γ′) .

Si f = ∂x ∈ B1(Γb, Lk(C)) ,(
T (p)f

)
(γ) =

∑
$

x · (1− δ$)$γ =
(∑

$

x ·$γ

)
−
∑
$

x ·$γ

=
(∑

$

x ·$
)
· (1− γ) .

Las transformaciones T (p) : H 1(Γb, Lk(C))→ H 1(Γa, Lk(C)) inducen un endomor-
fismo T (p) en la suma directa H, que, como los operadores Tp en formas cuspidales,
permuta las componentes.
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Proposición V.9. Con estas definiciones,

T (p)
(
ES(f)

)
= ES

(
Tpf
)

,

para toda f ∈ SBk (N).

Demostración. Sean a, b tales que [a] = [bp].

ESa

(
Tpfb

)
(γ) =

∫ γ−1τ0

τ0

∑
$

v
(
fb
∣∣
k
$γ

)
=

∫ γ−1τ0

τ0

∑
$

$∗γv(fb) ·$γ

=
∑
$

∫ $γγ−1τ0

$γτ0

v(fb) ·$γ =
∑
$

(∫ δ−1
$ $τ0

τ0

v(fb) −
∫ $γτ0

τ0

v(fb)
)
·$γ

=
∑
$

(∫ δ−1
$ τ1

τ1

v(fb) + p$ · δ$
)
·$γ −

∑
$

p$γ ·$γ .

La última igualdad es cierta módulo cobordes, donde τ1 = $τ0 y p$ =
∫ $τ0
τ0

v(fb) .
Pero, entonces, dado que δ$$γ = $γ,

ESa

(
Tpfb

)
(γ) =

∑
$

∫ δ−1
$ τ1

τ1

v(fb) ·$γ − x · (1− γ) = T (p)
(
ESb(fb)

)
(γ) ,

con x =
∑

$

∫ $τ0
τ0

v(fb) ·$ .

Proposición V.10. Los operadores de Hecke T (p) conmutan con la involución W∞.
Es decir,

T (p)
(
f
∣∣W∞) =

(
T (p)f

)∣∣W∞ ,

para toda f ∈ H.

Demostración. Supongamos que [a] = [bp], [am] = [a′] y que [bm] = [b′]. Entonces
[a′] = [b′p]. Sea f ∈ H 1(Γb′ , Lk(C)) . Por un lado,

T (p)
(
f
∣∣W∞,b,b′)(γ) =

∑
$

(
f
∣∣W∞,b,b′)(δ$) ·$γ =

∑
$

f(µb,b′δ$µ
−1
b,b′) · µb,b′$γ .

Evaluando en el orden inverso,(
T (p)f

)∣∣W∞,a,a′(γ) =
(
T (p)f

)
(µa,a′γµ

−1
a,a′) · µa,a′ =

∑
$′

f(δ′$′) ·$′γ′µa,a′ ,

donde $′ recorre un sistema de representantes de Θ(p)a′,b′ , γ
′ denota el conjugado

γ′ = µa,a′γµ
−1
a,a′ ∈ Γa′ y los elementos δ′$′ ∈ Γb′ son tales que $′γ′ = δ′$′$

′
γ′ . Pero

$′γ′ = δ′$′$
′
γ′ ⇔ (µ−1

b,b′$
′µa,a′) γ = µ−1

b,b′δ
′
$′µb,b′ (µ

−1
b,b′$

′
γ′µa,a′) ,
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con µ−1
b,b′δ

′
$′µb,b′ ∈ Γb y la aplicación $ 7→ µb,b′$µ

−1
a,a′ es una correspondencia Θ(p)a,b

∼−→
Θ(p)a′,b′ . En definitiva,∑

$′

f(δ′$′) ·$′γ′µa,a′ =
∑
$

f(µb,b′δ$µ
−1
b,b′) · µb,b′$γ ,

lo que concluye la demostración.

Corolario V.11. El isomorfismo ES+ : SBk (N)
∼−→
⊕

a H 1(Γa, Lk(C))+ es equivarian-
te respecto de la acción de Hecke.

V.1.4. Comentarios acerca del método indefinido

En base a los resultados enunciados anteriormente, concluimos que es posible realizar
los espacios de formas cuaterniónicas SBk (N) en la cohomoloǵıa de los grupos Γa. Ex-
presar este pasaje en forma algoŕıtmica presenta sus propias dificultades. Para concluir
la descripción del método indefinido, mencionamos algunos de los pasos involucrados y
los problemas que presentan. Se puede encontrar una descripción más detallada en [21].

Asumimos dadas instancias concretas del cuerpo F de grado n, del álgebra B/F de
discriminante D que ramifica en n−1 lugares arquimedianos y del ideal N coprimo con
el discriminante. La primera reducción consiste en hallar un splitting de B, es decir,
una extensión galoisiana K/F , de manera que B ⊗F K ' M2×2(K). Todos los cálculos
se realizan, entonces, de manera exacta sobre el cuerpo K. Restringiendo a los módulos
Lk(K), la acción de los operadores de Hecke se determina en el K-espacio vectorial

H =
⊕
a

H 1(Γa, Lk(K)) .

Para poder llevar esto a cabo, es necesario hallar una descripción de este espacio en
términos de alguna base conveniente.

Supongamos dado, entonces, un orden de Eichler O de nivel N en B. En primer
lugar, se obtiene un sistema de representantes {a} de las clases estrictas. Esto se realiza
con el requerimiento adicional de que los representantes sean ı́ntegros y coprimos con
el discriminante D y con el nivel N. Habiendo hecho esto, se busca un conjunto {Ia}a
de ideales del álgebra B tal que

Ia ⊂ O , Oder(Ia) = O y nrd(Ia) = a

para cada representante a.5 Notamos que, entonces Ia = α̂Ô ∩ B para algún α̂ ∈ Ô y
que los órdenes “compañeros” Oa están dados por

Oa = Oizq(Ia) .

5ver [48, Ch. II, Thm. 2.3] y [29, Lemma 7.2]
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Usando los algoritmos descriptos en [50] se pueden hallar presentaciones Γa =
〈Sa|Ra〉 finitas minimales para cada representante a junto con una solución al pro-
blema de la palabra para dichas presentaciones. Éste es el paso más costoso,6 pero es
lo que permite realizar los cálculos de manera expĺıcita.

V.2. Método definido

Sea B/F un álgebra totalmente definida y sea O ⊂ B un orden de Eichler. De-
notamos por I (O) el conjunto de ideales (invertibles) I de B cuyo orden a derecha
es Oder(I) = O. Sea H = #Clizq (O) y fijemos un sistema de representantes {It}t de
las clases a izquierda. Dado un ideal I ∈ I (O), denotamos por [I], tanto su clase en
Clizq (O), como la función caracteŕıstica de la misma. El estabilizador de un ideal I es
el grupo

ΓI :=
{
b ∈ B× : bI = I

}
= Oizq(I)× .

Los elementos centrales contenidos en este grupo son precisamente ΓI ∩ F× = o×F . Las
inmersiones reales de F determinan una inclusión discreta en un compacto:

ΓI/o
×
F ↪→ B×∞/Z(R) ' (S3)n ,

de donde se deduce que

wI :=
∣∣ΓI/o×F ∣∣ < ∞ .

Todo ideal invertible de B es localmente principal y la correspondecia B̂×/Ô× ∼−→ I (O)

está determinada por I = α̂Ô∩B.7 Sean α̂t ∈ B̂× tales que It = α̂tÔ∩B. Si I = α̂Ô∩B,
escribimos [α̂Ô×] para indicar la clase, o bien la función caracteŕıstica en B̂×/Ô×,
correspondiente a [I].

Una forma modular cuaterniónica para B de nivel O y peso k es una función f :
B̂×/Ô× → Wk(C) tal que

f(γα̂Ô×) = f(α̂Ô×)γ
−1

.

Alternativamente, una forma modular es una función f : I (O)→ Wk(C) equivariante
respecto de la acción a izquierda de B×. Esta equivalencia permite dar una descripción
alternativa de los operadores de Hecke.

Según (IV.5.2), (
Tpf
)
(α̂Ô×) =

∑
i

f(α̂π̂−1
i Ô×) .

6[21]
7ver § II.7
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Fijado α̂Ô×, para cada π̂i existe un único t ∈ [[1, H]] tal que [α̂π̂−1
i Ô×] = [α̂tÔ×]. Existe,

entonces, un elemento ρi ∈ B× que verifica

ρiα̂π̂
−1
i Ô× = α̂tÔ× . (V.2.1)

Entonces podemos comprobar que

(
Tpf
)
(α̂Ô×) =

H∑
t=1

∑
i

f(α̂tÔ×)ρi [α̂tÔ×](α̂π̂−1
i Ô×) .

Si ρ′i ∈ B× cumple con (V.2.1), entonces ρ−1
i α̂tÔ× = ρ′i

−1α̂tÔ×, lo que significa que ρi
y ρ′i difieren en una unidad del orden Ot = Oizq(It):

ρ′i ∈ Γt ρi .

Sea π̂ ∈ I(p), es decir, π̂ ∈ Ô que cumple nrd(π̂) ∈ p̂ôF×. Como antes, existe un

único t ∈ [[1, H]] y un ρ ∈ B× tales que ρα̂π̂−1Ô× = α̂tÔ×. El elemento ρ es único
módulo multiplicar a izquierda por Γt. Notamos que

ρ ∈ α̂tÔ×π̂α̂−1 ∩ B× .

Llamamos I = α̂Ô ∩B, It = α̂tÔ ∩B y definimos

L = II−1
t ρ = α̂Ôα̂−1

t ρ ∩ B =
(
α̂Ôα̂−1

)
(α̂π̂α̂−1) ∩ B .

Cambiando ρ por ρ′ ∈ Γtρ, se obtiene el mismo ret́ıculo L en B y cambiando π̂ por
π̂′ ∈ Ô×π̂, también. Este ret́ıculo de B (no necesariamente es un O-ideal a derecha)
cumple:

Oizq(L) = Oizq(I) , L ⊂ Oizq(L) y nrd(L) = p .

Rećıprocamente, si L ⊂ B posee estas propiedades, entonces L =
(
α̂Ôα̂−1

)
(α̂π̂α̂−1)∩B

para cierto π̂ ∈ I(p). Desandando los pasos previos, vemos que existe un único t ∈ [[1, H]]

tal que [α̂π̂−1Ô×] = [α̂tÔ×] y existe un ρ ∈ B× tal que ρα̂π̂−1Ô× = α̂tÔ×; es decir,

ρ ∈ α̂tÔ×π̂α̂−1 y

L =
(
α̂Ôα̂−1

t

) (
α̂tÔ×π̂α̂−1

)
∩ B = II−1

t ρ .

Para expresar la conclusión del argumento anterior de manera simple, introducimos
la siguiente notación:

Θ(p) = Ô×\I(p) = Ô×\
{
π̂ ∈ Ô : nrd(π̂) ∈ p̂ôF×

}
,

Rp(I)t = Γt\
{
ρ ∈ ItI−1 : nrd(II−1

t ρ) = p
}

y

Lp(I) =
{
L ⊂ B ret́ıculo completo : L ⊂ Oizq(L) = Oizq(I), nrd(L) = p

}
.
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Entonces, obtenemos biyecciones

Θ(p) ↔
H⊔
t=1

Rp(I)t ↔ Lp(I) , (V.2.2)

dadas por π̂ ∈ I(p) 7→ Γtρ –donde t y ρ ∈ B× cumplen que ρα̂π̂−1Ô× = α̂tÔ×– y por
ρ 7→ L = II−1

t ρ.
Usando las biyecciones (V.2.2), para cada t ∈ [[1, H]] podemos reescribir∑

i

f(α̂π̂−1
i Ô×) [α̂tÔ×](α̂π̂−1

i Ô×) =
∑

Rp(I)t

f(α̂tÔ×)ρ =
∑

Rp(I)t

f(It)
ρ .

Las sumatorias de la derecha, son sobre representantes de Rp(I)t y, como vale que
f(It)

λρ = f(λ−1It)
ρ = f(It)

ρ, si λ ∈ Γt, entonces las mismas están bien definidas.
Reemplazando idèles por ideales, obtenemos la siguiente expresión para Tp:

(
Tpf
)
(I) =

H∑
t=1

∑
Rp(I)t

f(It)
ρ (V.2.3)

Buscamos ahora una expresión para Tp en términos de ideales en I (O). Definimos
el siguiente conjunto asociado a I ∈ I (O):

Tp(I) =
{
J ∈ I (O) : J ⊃ I, nrd(I) = p · nrd(J)

}
.

Este conjunto está en biyección con Lp(I) v́ıa:
(
L 7→ L−1I

)
: Lp(I)→ Tp(I). Por otra

parte, la composición
⊔
t Rp(I)t → Lp(I)→ Tp(I) está dada por

Γtρ 7→ II−1
t ρ 7→

(
II−1

t ρ
)−1

I = ρ−1It

Aśı, concluimos que

(
Tpf
)
(I) =

H∑
t=1

∑
Rp(I)t

f(ρ−1It) =
∑

J∈Tp(I)

f(J) . (V.2.4)

Si k 6= (2, . . . , 2), toda forma modular para B de peso k determina una forma cus-
pidal v́ıa la correspondencia de Jacquet-Langlands. En este caso, definimos SBk (N) :=

MB
k (N). En cambio, cuando k = (2, . . . , 2), no toda forma f ∈ MB

(2, ..., 2) (N) tiene
asociada una forma de Hilbert cuspidal. A continuación, definimos el espacio de formas
cuspidales de peso paralelo 2 para un álgebra de cuaterniones totalmente definida y
demostramos que los operadores de Hecke Tp, p - DN son normales.
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Peso paralelo (2, . . . , 2)

Si k = 2 = (2, . . . , 2), el GL2(C)n-módulo Wk(C) es, entonces, trivial y una forma
modular f ∈MB

2 (N) es, simplemente, una función f : I (O)→ C constante en clases
de isomorfismo, es decir, f(bI) = f(I) para todo b ∈ B×. Un ejemplo sencillo de forma
modular de nivel O y peso 2 está dado por la función caracteŕıstica de un ideal, [I].
De hecho, si {I1, . . . , IH} es un sistema de representantes de las clases a izquierda, el
conjunto {[I1], . . . , [IH ]} constituye una base de MB

2 (N).
Pasamos ahora a los operadores de Hecke. Tomando f = [I] en (V.2.4), obtenemos(

Tp[I]
)
(I ′) =

∑
J∈Tp(I′)

[I](J) . (V.2.5)

Lema V.12. Dados ideales J, J ′ ∈ I (O),

J ′ ∈ Tp(J) ⇔ p−1J ∈ Tp(J
′) .

Demostración. Si J ′ ∈ Tp(J), entonces J ′ ⊃ J y, en particular, JJ ′−1 ⊂ Oizq(J ′).

De esto se deduce que J ′J−1 = (JJ ′−1)−1 = nrd(JJ ′−1)−1 JJ ′−1 ⊂ p−1Oizq(J ′). Esto
quiere decir que (p−1J)−1 ⊂ J ′−1 y que J ′ ⊂ p−1J . Rećıprocamente, si p−1J ∈ Tp(J

′),
entonces J ′ ⊂ p−1J y, en particular, J ′(p−1J)−1 ⊂ Oizq(J). De esto, se deduce que

JJ ′−1 ⊂ (J ′J−1)−1 = nrd(J ′J−1)−1 J ′J−1 = p J ′J−1. Pero esto es igual a J ′(p−1J)−1

que está contenido en Oizq(J). Aśı, J ′−1 ⊂ J−1 y J ⊂ J ′.

Observación V.13. Como consecuencia del Lema V.12, dados I, I ′ ∈ I (O),{
b ∈ B× : b p−1I ∈ Tp(I

′)
}

=
{
b ∈ B× : b−1I ′ ∈ Tp(I)

}
.

En particular,∣∣∣{J ∈ Tp(I
′) : J ∼ p−1I

}∣∣∣ · wp−1I =
∣∣∣{b ∈ B× : b p−1I ∈ Tp(I

′)
}
/Γp−1I

∣∣∣ · wp−1I

=
∣∣∣{b ∈ B× : b p−1I ∈ Tp(I

′)
}
/o×F

∣∣∣ =
∣∣∣o×F\{b ∈ B× : b−1I ′ ∈ Tp(I)

}∣∣∣
=
∣∣∣ΓI′\{b ∈ B× : b−1I ′ ∈ Tp(I)

}∣∣∣ · wI′ =
∣∣∣{J ∈ Tp(I) : J ∼ I ′

}∣∣∣ · wI′ .

En MB
2 (N) definimos el producto interno

〈[I], [J ]〉 :=

{
1
wI

si [I] = [J ] ,

0 si [I] 6= [J ] .
(V.2.6)

Con esta definición, la base {[I1], . . . , [IH ]} es una base ortogonal.
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Proposición V.14. Dados ideales I, I ′ ∈ I (O),

〈Tp[p−1I], [I ′]〉 = 〈[I], Tp[I
′]〉 .

Demostración. De (V.2.5), deducimos que

〈Tp[p−1I], [I ′]〉 =
( ∑
J∈Tp(I′)

[p−1I](J)
) 1

wI′
y 〈[I], Tp[I

′]〉 =
( ∑
J ′∈Tp(I)

[I ′](J ′)
) 1

wI
.

Estas dos expresiones son iguales por la Observación V.13 y porque wI = wp−1I .

Dado un ideal primo p ⊂ oF tal que (p,DN) = 1, podemos definir el operador

diamante, 〈p〉, como el operador asociado a p̂ por (IV.5.2), donde p̂ ∈ F̂× es el idèle
dado por un uniformizador p ∈ oF,p en el lugar p y por 1 en v 6= p. En un elemento de
la base, está dado por

〈p〉[I] = [pI] .

Estos operadores son centrales. Además,

T ∗p = 〈p〉−1Tp .

Lo que muestra que los operadores de Hecke constituyen una familia de operadores
normales que conmutan entre śı y, por lo tanto, se diagonalizan simultáneamente.

Observación V.15. Recordemos que los operadores diamante actúan trivialmente en
formas modulares eĺıpticas para los grupos de congruencia Γ0(N) y notemos que esto
no sigue siendo cierto en la situación análoga cuando #Cl(F ) > 1.

La función constante e0 =
∑

[I] [I] ≡ 1 es una autofución para Tp:

Tpe0 =
∑
[I]

∑
[I′]

( ∑
J∈Tp(I′)

[I](J)
)

[I ′] =
(
Np + 1

) ∑
[I′]

[I ′] .

También es una autofunción para T ∗p , pues 〈p〉e0 =
∑

[I] [pI], pero I 7→ pI es una

permutación de las clases en Clizq (O).

Definición V.16. Una forma modular cuaterniónica f ∈ MB
2 (N) se dice cuspidal, si

f es ortogonal al subespacio generado por la forma e0.

SB2 (N) =
{
f ∈MB

2 (N) : 〈f, e0〉 = 0
}

.
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[43] G. Shimura. “Sur les intégrales attachées aux formes automorphes”. J. Math. Soc.
Japan 11 (1959), págs. 291-311.
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[48] M.-F. Vignéras. Arithmétique des algèbres de quaternions. Vol. 800. Springer,
Cham, 1980.

[49] J. Voight. “Computing Automorphic Forms on Shimura Curves over Fields with
Arbitrary Class Number”. En: Algorithmic Number Theory. 9th International
Symposium, ANTS-IX, Nancy, France, July 19–23, 2010. Proceedings.

[50] J. Voight. “Computing Fundamental Domains for Fuchsian Groups”. J. Théor.
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