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Prefacio

El objetivo de este trabajo ha sido presentar los fundamentos tedricos detras de dos
métodos utilizados para el calculo de formas de Hilbert. Estos métodos son conocidos
como el método definido y el método indefinido, debido al uso que hacen de las algebras
de cuaterniones denominadas definidas e indefinidas, respectivamente. Nos hemos enfo-
cado tunicamente en los puntos que hemos considerado mas importantes para entender
la relevancia y el funcionamiento de dichos métodos. Hemos intentado responder a la
siguientes preguntas: ;qué es una forma de Hilbert? ;qué quiere decir “calcular” en este
contexto? y ;jcémo hacemos para calcular formas de Hilbert?

Vale la pena aclarar que, en cuanto a la tltima de estas tres preguntas, el “cémo”,
la respuesta que damos aqui es una respuesta parcial; nos hemos restringido a mostrar
que nuestros objetos de interés tienen diversas realizaciones, siendo algunas de ellas
mas amenas al estudio mediante métodos computacionales. No nos hemos detenido,
sin embargo, en proporcionar una descripcién detallada de los algoritmos involucra-
dos en estos calculos. Los mismos se pueden hallar en las referencias; mencionamos,
particularmente, los trabajos [5, 6, 7, 10, 21, 49].

En el Capitulo I, mencionamos algunas definiciones bésicas e intentamos, dentro de
lo posible, ilustrar algunos puntos a desarrollar en los capitulos subsiguientes, con el
caso del cuerpo de ntimeros racionales.

El Capitulo II esta dedicado a proporcionar resultados generales de la teoria de
las algebras de cuaterniones. Nos interesara, especialmente, entender el caso en el que
el cuerpo de base es un cuerpo de numeros. Para poder tratar este caso, repasamos
brevemente el lenguaje de los adeles y, utilizando esta herramienta, podremos enunciar
los teoremas de clasificacién (Teorema 11.20), de aproximacién fuerte (Teorema I1.23)
y de la norma (Teorema II.21). Dada un algebra de cuaterniones y un orden en este
algebra podemos definir un objeto andlogo al grupo de clases de un cuerpo de ntimeros,
el conjunto de clases del orden. Los elementos de este conjunto son clases de ideales
invertibles y, en el caso de un orden de Eichler, la cantidad de dichas clases es finita.
Hacia el final del capitulo enunciamos un resultado que relaciona el conjunto de clases
de un orden de Eichler con un grupo de clases del cuerpo de base.
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En el Capitulo III, introducimos las formas de Hilbert sobre un cuerpo totalmente
real F'; daremos una definicién “clasica”’, como funciones en el producto h™ de copias
del semiplano complejo superior, y una definicion “adélica”, como funciones en el grupo
GL2(AF). Este capitulo también tiene por ojetivo introducir los operadores de Hecke
y mostrar en qué sentido es posible diagonalizarlos simultaneamente y caracterizarlos
por los sistemas de autovalores asociados. Calcular los espacios de formas de Hilbert, se
reduce entonces a determinar los posibles sistemas de autovalores para los operadores
de Hecke.

Los ultimos dos capitulos estan dedicados a las formas modulares cuaternionicas. En
el Capitulo IV definimos formas modulares para un algebra de cuaterniones arbitraria
y enunciamos la correspondencia de Jacquet-Langlands. Finalmente, en el Capitulo V,
nos restringimos a las dlgebras definidas y a las dlgebras indefinidas ramificadas en todos
salvo un tnico lugar arquimediano, describiendo en mayor detalle los objetos utiizados
en la practica para calcular efectivamente formas de Hilbert.

Notacion

A lo largo del presente trabajo utilizaremos la siguiente notacién sin nuevas acla-
raciones. Los simbolos Z, Q, R, C y H denotan, respectivamente, el anillo de ntimeros
enteros racionales, los cuerpos de niimeros racionales, reales y complejos y el algebra de
cuaterniones de Hamilton. El semiplano complejo superior lo denotamos . Si A es un
anillo, A* denotara su grupo de unidades. Dado un cuerpo de nimeros denotado por
K, utilizamos og para referirnos a su anillo de enteros. En general, letras como n, m, 91
o M denotan ideales (integros o fraccionarios) en un cuerpo de nimeros y p o q ideales
primos. Por ultimo, GLs denota el grupo de matrices invertibles de tamano 2 x 2.
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Capitulo |

Introduccidn

Sea F' un cuerpo de nimeros de grado [F : Q] = n sobre Q. La extensién F/Q
se dice totalmente real, si F' ®g R >~ R", es decir, si las n inmersiones no equivalentes
t; - F'— C tienen imagen en R. Sea x € F'y sean x; = (;(z), 1 =1, -+, n. Se dice que
x es totalmente positivo, si x; > 0 para todo i. Abreviamos esto por z > 0. En general,
dado un cuerpo de nimeros F' con anillo de enteros op, un ideal fraccionario de F' (o
de o) es un op-submddulo finitamente generado de F'. Los ideales fraccionarios (no
nulos) conforman un grupo con la operacién de multiplicacién de ideales y el elemento
neutro es 0r. Dado un ideal fraccionario a C F, su inverso esta dado por

al={rcF:racCop} .

Dos ideales fraccionarios a y b se dicen equivalentes, si existe x € F' tal que a = xb. Las
clases de equivalencia constituyen un grupo, el grupo de clases de F, denotado CI(F).
El ndmero de clases de F es el cardinal h = h(F') del grupo CI(F).

Si F' es un cuerpo de niimeros totalmente real, podemos distinguir una relacion mas
fuerte: los ideales a y b son equivalentes en sentido estricto, si existe x € F' totalmente
positivo tal que a = zb. En este caso, las clases también constituyen un grupo, denotado
por CI(F), denominado grupo de clases estrictas de F. El cardinal de este grupo es el
numero de clases estrictas de F'y serd denotado por h™ = h™(F'). Usando cada una de
las inmersiones de F' en R, podemos mirar el grupo GLy(F') dentro de GLy(R) via

= [z Z} =y = u(y) = Hg Zézg]

Si nos restringimos al subgrupo
GLJ (F) = {7 € GLy(F) : det (y) >0} ,
las matrices de determinante totalmente positivo, entonces GLJ (F) acttia en el producto
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h™ de n copias del semiplano de Poincaré por
a b L, a1z, + by GnZn + by
c d - ClZl—f-dl"”?CnZn"’dn 7
a b
d
consideramos subgrupos de GLJ (F) analogos a los subgrupos de congruencia I'g(N),
N > 1, de SLy (Z). Una diferencia importante con el grupo modular, es que es necesario
considerar varios subgrupos a la vez. Dado un ideal fraccionario a de F', definimos

donde z = (2, ..., 2,) € b y € GLJ(F) . Dado un ideal integro 9 C op

[o(M,a) = {[Z 2] € GLI (F) : a,deUF,bGa,cG‘ﬁa_l,ad—bCEOEJr} .

Una forma de Hilbert cldsica es, en analogia con una forma modular eliptica, una
funcion holomorfa f : h™ — C que satisface una regla de transformacion

flor = x(f
para toda 7 en algtin subgrupo de congruencia de GLJ (F') y algtin carécter x, donde k =
(k1, ..., ky) € Z™ es el peso de la forma modular. Especificamente, nos concetraremos

en el caso en que el caracter y = 1 es trivial y el subgrupo de congruencia es uno de los
grupos ['o(M, a). La regla de transformacién se suele presentar de distintas maneras; la

definicién usual es
n

e \ki/2
fl(z) = (H M) f(vz) (1.0.1)

i1 ](7@7 Zl)kl

donde j : GL3(R) x h — C* es el factor de automorfia dado por j(v,z) = cz + d.
Siguiendo [10], nosotros definiremos

ot = (T2 o).

i1 .](/717 Zz)kl

con una eleccién particular de valores (enteros) m.

Si bien muchas de las definiciones y propiedades se generalizan facilmente desde
la situacion de formas modulares a formas de Hilbert, muchas otras no. La definicién
de los operadores de Hecke en los espacios de formas de Hilbert cuando A™ > 1, por
ejemplo, presenta algunas dificultades desde el punto de vista clasico. Estas dificultades
se resuelven pensando a las formas de Hilbert como funciones adélicas, es decir, funcio-
nes en GLy(F)\GLy(Afr)! que verifican ciertas condiciones de regularidad y tienen un

'En general, si F' es un cuerpo de ntmeros, el anillo de adéles es el producto directo restringido
Ap = H; F, de las completaciones F;, del cuerpo en cada lugar v, con respecto a los abiertos compactos
0, —los subanillos compactos maximales— definidos para los lugares finitos. Ver la Definicién II.16.

Escribimos también Arp = F. X ﬁ, donde Foo =[]

. . = / . . . .
arquimedianos y F' =[], F, denota el producto restringido tinicamente sobre los lugares finitos.
5
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comportamiento adecuado respecto de la accién de un subgrupo compacto de GLy(Af)
y del centro Z(Ap).
Por otro lado, cocientes de la forma

G(F)\G(Ar)

para un cuerpo de nimeros F/Q y un grupo algebraico G definido sobre F' (una manera
coherente de asignar un grupo a cada F-dlgebra) suele clasificar objetos geométricos.
Por ejemplo, si F' = Q y G = GLyq, se sabe que el cociente

G(Q)\G(Ag)/Z(R)SO(2)G(Z)

donde Z C G es el centro (las martices escalares) y 7 = Hp Z,, es el producto directo
sobre los lugares finitos, clasifica curvas elipticas médulo isomorfismo.? Un poco més en
general, dado N > 1 un entero, definimos un subgrupo abierto y compacto de GL3(Q)
de la siguiente manera: para cada lugar finito v € VfQ, si el primo p correspondiente a v
no divide a N, definimos Ky(N), := GL(Z,). En cambio, si p divide a N, Ky(NV), es
el subgrupo de GLy(Z,) de matrices con coordenada inferior izquierda en el ideal NZ,.

-~

Esto determina un subgrupo compacto abierto de GL(Q):

KO(N) = H KO(N)U

Q
vEVf

Dado que el determinante define un morfismo sobreyectivo det : Ko(N), — Z), por
aproximacion fuerte (Teorema I1.23), tenemos que?

GLy(Ag) = GLy(Q) GLy(R) Ko(N) . (1.0.2)

Dado que GL3(Q) contiene elementos de determinante negativo, podemos reemplazar
GL2(R) por GL3 (R) en la igualdad anterior. En particular, la inclusién GL3 (R) —

GL3(Ag) seguida de la proyeccion en el doble cociente GLo(Q)\GLa(Ag)/Ko(N) es
sobreyectiva y el niicleo de esta composicién es el subgrupo I'o(N). Es decir,

Lo(N\GL3 (R) 2 GLy(Q)\GLa2(Ag)/Ko(N) -

2Notemos que GLg(i) es un grupo abierto y compacto de la parte no arquimediana GLQ(@) y que
SO(2) es el subgrupo compacto (conexo) maximal de GLz(R). El producto

SO(2)GLy(Z) C GLy(R)GLy(Q) = GLy(Ag)

es un subgrupo compacto.

3Si g € GLa(Ag), existen A € Q% y r € 7% tales que det (g) = Ar, pues (@X\@X/iX ~ Cl(Q)
{1} . Entonces, por ejemplo, g = [* ;] g1 [" 1] , donde g; € SLy(Aq) tiene determinante 1 y [”
pertenece a Ko(N).

|



Tomando el cociente por los centros, se deduce que
Z(R)"To(N)\GL3 (R) = Z(Ag) GL2(Q)\GL2(Ag)/Ko(N) -

El grupo Z(R)™ consiste en las matrices escalares con coeficientes reales positivos. Sim-
plificando y dividiendo por SO(2),

To(NN\SLy(R)/SO(2) =~ Z(Ag) GLa(Q)\GLa(Ag)/Ko(N)SO(2) . (1.0.3)

Pero el cociente de la izquierda se identifica con la curva modular Yy(N). En este caso,
el cociente adélico clasifica curvas elipticas teniendo en cuenta informacién de la N-
torsion.

Podrfamos decir que, en general, una forma modular es una funcién en G(F)\G(Ap).
Claro que, en cada caso, es necesario hallar condiciones sobre esta familia de funcio-
nes para poder extraer de ella un espacio de formas modulares adecuado. Las formas
modulares para el subgrupo de congruencia I'g(N) se corresponden con cierto espacio
de funciones en GLy(Ag) (Proposicién 1.2) y, mas generalmente, las formas modulares
de Hilbert para un cuerpo totalmente real F' se pueden ver como funciones asociadas
al grupo GLy,p (§ IIL.5). De manera similar, el grupo de unidades de un algebra de
cuaterniones B/F definida sobre una cuerpo de niimeros totalmente real tiene asociada
una nocién de forma modular (§ IV.4).

En este contexto, la correspondencia de Jacquet-Langlands es fundamental en tanto
que establece una relacién entre formas de Hilbert cuspidales y formas cuaternionicas.
Sea ® el producto de los primos finitos en donde B ramifica (el discriminante de B,
ver § I1.2) y sea M C op un ideal integro coprimo con ®. Denotamos por S, (M) y
por S (M) los espacios de formas de Hilbert cuspidales y, respectivamente, de formas
cuaterniénicas para el dlgebra B de nivel M. El resultado es, entonces, el siguiente.

Teorema 1.1 (Jacquet-Langlands). Existe un morfismo inyectivo
Sf (M) = S, (DN))

que preserva la accion de Hecke y cuya imagen es el subespacio Sy (D‘J’t’)@*new de formas
nuevas en todo ideal primo divisor de ®.

Como en el caso de las formas modulares elipticas, existe, en esta situacién, una
teoria de formas nuevas y formas viejas, lo que permite, en conjuncién con el Teo-
rema [.1, reducir el problema de calcular S, () a trabajar con espacios de formas
cuaterniénicas, amenos para relizar calculos explicitos. Aun asi, en la practica, se pre-
senta un inconveniente: dado que los primos que componen a % son todos distintos, el
algebra B estara limitada por el grado de la extensiéon F'/Q y el nivel 91 (§ IV.5).

El Teorema I.1 pone de manifiesto que los espacios SP (M) deben ser considerados
en conjunto. Sin embargo, conceptualmente, las funciones que los conforman son de



naturaleza distinta. Especificamente, si B es un algebra indefinida, tiene asociada una
variedad compleja, de dimensién igual a la cantidad de lugares arquimedianos no rami-
ficados del dlgebra, y las formas cuaterniénicas para B son ciertas formas (diferenciales
holomorfas) sobre dicha variedad; si, en cambio, B es totalmente definida, el objeto
analogo es un conjunto finito de puntos y una forma modular es, simplemente, una fun-
cién definida en este conjunto. Esta diferencia se ve reflejada en los métodos utilizados
para calcular formas de Hilbert mediante su relacién con las dlgebras de cuaterniones.

En lo que resta de esta introduccion, intentaremos mostrar, restringiéndonos a la si-
tuacién en la que el cuerpo de base es Q, algunos puntos de la teoria que desarrollaremos
méas adelante en un contexto mas general.

|.1. Formas modulares para GLQ/Q

A continuacién explicamos brevemente la correspondencia entre las formas modu-
lares elipticas “clasicas” y sus contrapartes adélicas. En esta seccion, la expresion f ‘ el
estard dada por (1.0.1) con n = 1.

A una funcion f: h — C, le podemos asociar, bajo ciertas condiciones, una nueva
funcién ¢; : GL2(Ag) — C . Una funcién definida en GLy(Ag) se denomina funcidn
adélica. Si g € GLy(Ag), por (1.0.2), existen v € GL2(Q), goo € GL3 (R) y & € Ky(N)
tales que g = Ygso@. Si f|kfy = f para toda v € T'o(IV), entonces

07(9) = det (900)"5(goo, 1) F f(goo - ) (L1.1)

es independiente de la descomposiciéon g = ygo.@ . Se puede comprobar que ¢ verifica
(1) a (iv) de la Proposicién 1.2. Queremos ver qué otras propiedades tiene esta funcién.

Ademads de estas condiciones de invarianza, ¢y satisface ciertas condiciones de re-
gularidad. Si f es una funcién meromorfa y de peso k invariante para I'o(N), entonces
f €8, (L4(N)), siy solo si la funcién To(N)-invariante f(z)Im(2)*/? estd acotada en
.2 En ese caso, la igualdad

|05 (7950)| = | f (9o - 1) (9o 1) det (g0)*/?| = | f(2) Im(2)"/?]

(2 = goo -1) muestra que ¢ esta acotada. Dado que el cociente Z(Ag) GLa(Q)\GL2(Ag)
tiene medida finita,” se deduce que la integral de |¢|* sobre este espacio es finita.
Ahora bien, la definicién de forma cuspidal estda dada en términos de las expansiones
de Fourier: si f € My (To(N)) ¥ 3,50 an(f}kv) q" es la expansién de Fourier de f|k7,
entonces f es cuspidal, si ao(f| .7) = 0 para toda v € GL; (Q). Podemos expresar los

4[35, Ch. 2, § 1]
SEl cociente (1.0.3) se identifica con la curva modular Y(N), que tiene volumen finito, y el grupo
Ky(N)SO(2) es compacto.



coeficientes de la siguiente manera:

1/2 '
wltl) = [ Glo)e s oetena

—-1/2

para cualquier z € bh. Para relacionar esto con el comportamiento de la funcién ¢y,
tomamos z € Ag y g € GLa(Ag). Sea @ la funcién

(D

y notemos que, si a € Q, entonces ®(z+a) = (). Podemos considerarla como funcién
en el grupo compacto Q\Ag y admite una expansién de Fourier:

o) = 3 covaz) |

acQ

donde 1 es un caracter de Ag trivial en Q. El coeficiente ¢, esta dado por

= [l e

Nos interesa, en particular, co. Sean v, € GLy(Q) , goo, 9., € GLF (R) y @, a" € Ky(N)
tales que

o ~ 1 =z ~
g = VG ¥ 'Y 1 VGl = ¥V oo & -

En particular,

1|1 xs
géo: (7:)0) 1[ 1:|7009007

donde 7, denota la componente arquimediana de = y Yoo = too(7) € GLo(R). Entonces
1 =z ~ ~ N N —
or (1 1] 0] = oo = st ity Haen ()

Pero esto es igual a

(1357 (ocgoe )+ 200) J ([l T } ’Voogwi) e ([1 T 1 ’Voog°°>k/2

= (f|,75") ((Vcgso * 1) + To0) J (Yoo Goos 1) " det (Yoogoo) /2



por la propiedad de cociclo de j y porque la matriz asociada a x tiene determinante
1. Para recuperar los coeficientes de la expansién de ®, integramos sobre el compacto

[_%’%} XHpr:

1 =z
- dx = -1 . p
Co /Q\AQ ¢f (|: ]_:| g) €T C /[;;]an z) (f}k,yoo )((’Yoogoo Z)—{—xoo) T
1/2
- C/ flostz+tydt = Cao(f| 25" =0
~1/2

(C es simplemente alguna constante y 2 = Yoo goo - 7). En definitiva, hemos demostrado
que la funcién ¢ asociada a una f cuspidal es de cuadrado integrable (mddulo el centro):

/ 65(g)[dg < oo
Z(Ag)GLa2(Q)\CGL2(Ag)

Esto no es suficiente para caracterizar la imagen de S, (I'o(N)) por la aplicacién
f = ¢y. Para ello, introducimos el operador de Casimir. Usando la descomposicion de
Twasawa, si g, € GL3 (R) entonces existen x,0 € R, y,u € Ry tales que

1/2 -1/2 0 0
u yt/? ay cos sen
Joo = [ u] [ y~1/? } [—sen 0 cos 9} ' (I.1.2)

y es cuspidal en tanto que

Teniendo en cuenta esta descomposicién, definimos el operador de Casimir como

2 2 2
ox?  Oy? 0x00

La funcién ¢; satisface la ecuacién diferencial:

k [k
A¢f:—§ (5—1) o5

es decir, vista como funcién en GL3 (R), es C* y es solucién de esta ecuacién. Dada
Joo € GL3 (R), por (1.1.2), se cumple que

O1(900) = fla+iy)y"? e . (1.1.3)



Derivando respecto de las variables x, y, 6,

o *f . ;
922 ¢1(9o) = a—(fﬂ +iy) y*/2 e*?

82
8x89 O1(go) = (xﬂy) y*2(ik) e

3
2
gbf Joo) ( (x4 iy) y*? + %(m—l—iy}kyk/z_l

+ fla+iy) s (E-1) yk/2_2) e
Al ser f una funcién holomorfa, se deduce que ¢; es autofunciéon de A con autovalor
5 (E-). )
Diremos que una funcién en GLy(Ag) = GL2(R) x GL2(Q) a valores complejos es
suave, si es C'° en la primera variable y localmente constante en la segunda.

Proposicién 1.2 ([19, § 3]). La aplicacion que a una funcion f : h — C le asigna la
funcion ¢; @ GLa(Ag) — C dada por

¢f(’Ygooa) = det (gw)k/zj(gom i)_k f(goo - 1) (I.1.4)

determina un isomorfismo entre el espacio de formas cuspidales S, (I'o(N)) y el espacio
de funciones suaves ¢ : GLa(Ag) — C que satisfacen

(i) ¢(v9) = é(g) para toda v € GL(Q),
(ii) $(9B) = ¢(g) para toda € Ko(N),
(iii) d(gre) = e*? ¢(g) para toda ry = [ cos 0 sen 6] SO(2) y
)

—sen 6 cos 0
(w) ¢(ng) = ¢(g) para toda n € Z(Ag),
y ademds

(v) ¢ es de crecimiento moderado: para todo compacto @ C GLa(Ag) y toda ¢ > 0,
existen constantes C'y N positivas tales que, para g € Q y a € Ag tal que |a| > ¢

([ )= om

(vi) ¢, como funcion de GL3 (R), es solucién de la ecuacién diferencial

k (k
so=£(E ),

(D

(vii) ¢ es cuspidal, es decir,

para casi todo g.



|.2.  La relacion con las algebras de cuaterniones

Al igual que al grupo GLy/g, a un dlgebra de cuaterniones sobre un cuerpo de
nimeros totalmente real se le puede asociar una nociéon de forma modular, denomi-
nada cuaternionica. Su importancia viene, en parte, de que proporcionan una manera
de calcular formas modulares clésicas, es decir, bases o conjuntos de generadores de
estos espacios conformados por autoformas para la accion de los operadores de Hecke.
Esta relacion esta dada por la correspondencia de Jacquet-Langlands: a partir de una
“autoforma de Hecke cuaterniénica” fp para un algebra de cuaterniones B sobre un
cuerpo de nimeros totalmente real F'/Q, es posible hallar una autoforma de Hecke 6
para GLy,p con los mismos autovalores.

Para ilustrar la idea, veamos un ejemplo sobre @Q de cémo obtener (parte de) el
moédulo de Hecke S, (I'g(V)) usando dlgebras de cuaterniones y formas asociadas. Lo
que se encuentra a continuacién estd tomado de [15]; ver también [39].

Sea B un algebra de cuaterniones sobre Q, definida, es decir, ramificada en oo y al
menos en algtin lugar finito, con generadores ¢, 7 tales que

i=a, j°=0b e ij+ji=0,
con a,b < 0. Si definimos k = ij, entonces {1,4, j,k} es una base de B sobre Q como
espacio vectorial. Sea K/Q la extensién cuadrética (imaginaria) Q(i) = Q(y/a). Los
elementos de B se pueden expresar como matrices con coeficientes en el cuerpo K, via
las identificaciones

ST Al e L

Six =x9+ 219+ 227 +23k € B, entonces x = 21 + 29, con z; = xg + Tty
29 = T9 + 231 elementos de K. Definimos

= | 2] e Mo

donde ~ denota el automorfismo no trivial de K determinado por \/a — —y/a. Dadas dos
indeterminadas X, Y, definimos una accion a derecha de B* sobre el espacio vectorial
de polinomios homogéneos en X e Y de grado 1 por

X o X -z L [Z} X . 21X+22Y

Y Yz Y| |[baX+4Y|"°
para cada z € B*. En general, sobre el espacio de polinomios homogéneos de grado [,
se define

X! (X - 2)!
Xy . (X - 2)HY - 2)

};l (Y z)!
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Denotamos esta accién por ¢;(z). Definimos también ¢y(z) = 1 para todo z € B*, la
representacion trivial.

Sea D el discriminante de B, el producto de los primos finitos en donde B ramifica.
Escribimos N = DN’. Sea O = O; un orden de Eichler de nivel N" en B. Esto quiere
decir que O es interseccion de dos 6rdenes maximales de B y que, para todo primo p
NZ/%p éj en By, = Mzu2(Qy).
Sea Cl;,, (O) el conjunto de clases de O-ideales a derecha (invertibles).® El ndmero de
clases H := #Cl,,, (O) es finito (ver el Teorema 11.29). Sea [} = Oy y sean Iy, ..., Iy
representantes de las otras clases de O-ideales. Sean Os, ..., Oy sus respectivos érdenes
a izquierda. Para cada i,j € [1, H] y n > 1 se consideran los ideales integros J; ; en B
de norma n y tales que existe A;; € B* con

que no divide a D, O, := O®Z, es conjugado al orden [

Ji,j - Ai,j Ij[i_l y

es decir, ideales con orden a derecha Oy, (J; ;) = O;, integros y equivalentes a izquierda
a I;I7'. Para cada i, definimos e; := |O| y, para cada n > 1 y [ > 0, una matriz
Bi(n) = By(n; D, N") como

1

Bi(n) = [bl(”)i,j] b(n)i; = Y dilAiy)'—
Ai

ijell,H] e;
La coordenada (i, j) de la matriz B;(n) es el endomorfismo b;(n); ; dado por la sumatoria
> di(Aij)'(1/e;) sobre todos los elementos del conjunto

{Ai,j S ]ZIJ_I : IlI‘d(AZ‘J' ]j]i_l) = TL} .

Estas definiciones se extienden al caso n = 0 por b;(0);; =0, si{ > 1, y by(0);; = 1/e.
Las matrices By(n) son de particular interés. Sin > 1, sus coordenadas by(n); ; son
numeros enteros:

o ideales integros J; ; : Oger(Ji ;) = O;,
bO(n)ZJ - #{ sz ~ IJIZ—I’ nrd(Jm-) —-n

y, mas aun, la sumatoria b(n) =Y, by(n);; es independiente de j.” Ademds, es posible
reducir simultdneamente en bloques, para n > 0:8

now = |2 )

5Dos ideales I, J pertenecen a la misma clase, si I = bJ para cierto b € B*; en tal caso, escribimos
I ~ J. Comparar con [15, § IL.5], en donde se consideran ideales cuyo orden a izquierda es O.

7[39, Lemma 2.18].

8[39, Remark 2.20)].
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Sea 0,(z; D, N') la serie

0,(z;D,N') = > Bi(n;D,N')¢"

n=0

(¢ = €*™#). En [15], Eichler demuestra que los coeficientes de estas matrices son las
series de formas modulares para I'o(DN’) de peso [ + 2. Si [ > 0, dichas formas son
cuspidales. Para obtener formas cuspidales de peso 2 (cuando [ = 0), se considera
la serie definida de manera analoga, con By(n) en lugar de Bj(n). Al igual que los
operadores de Hecke, las matrices B;(n) ((n, DN’) = 1) generan un anillo conmutativo
y semisimple, y verifican las mismas identidades que dichos operadores.

Una consecuencia de esto es que es posible diagonalizar simultaneamente las matrices
By(n) (I fijo). Para [ = 0, podemos diagonalizar la parte cuspidal By(n)’, de manera
analoga. Para cada [ > 0, las series de matrices que se obtienen a partir de dichas
matrices diagonalizadas se corresponden con formas cuspidales que son autoformas para
todos los operadores de Hecke T, ((n, DN') = 1). Sea ©;(D, N’) el médulo generado
por las formas que se obtienen diagonalizando Bj(n) y ©¢(D, N’)" el médulo que se
obtiene de manera andloga a partir de las By(n)’. El resultado prncipal de Eichler es el
siguiente (en un caso particular):

Teorema 1.3 (Eichler). Sea N’ € Z libre de cuadrados y p un primo coprimo con
N'. El mddulo de Hecke S, (I'o(pN')), de formas cuspidales de peso 2 para I'o(pN'), se
descompone de la siguiente manera.

Sy (Fo(pN")) = Bo(p, N')" & 11(S, (To(N'))) & 15(S; (To(N'))) -

Es decir, usando el dlgebra definida que ramifica en un tinico primo finito p, es posible
aislar la parte de S, (I'g(pN')) conformada por las formas nuevas en p. Para hallar esta
descomposicion, lo que se hace es encontrar objetos andlogos a los operadores de Hecke
—estas matrices Bj(n), llamadas matrices de Brandt— y hallar una relacién entre los
anillos que generan; concretamente, las matrices de Brandt, como los operadores de
Hecke, generan anillos conmutativos semisimples y las trazas de sus elementos son
iguales. Puesto que los coeficientes de las series 8, son series theta asociadas a la forma
norma de los ideales del algebra, se logra dar un conjunto de generadores del espacio de
formas cuspidales “aritméticamente distinguido”. Dadas autoformas de Hecke para el
algebra de cuaterniones de discriminante D, se obtiene un conjunto de formas modulares
elipticas cuspidales, también autoformas de Hecke, y con los mismos autovalores, entre
las cuales se puede hallar un subconjunto linealmente independiente generando la parte
correspondiente a las formas nuevas en D.
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|.3. Un ejemplo

Sea B = (—1,—11)g el élgebra de cuaterniones de discriminante 11 sobre Q, gene-
rada por elementos {1,14, j, k} que verifican i* = —1, j2 = =11 y k = ij = —ji. A modo
de ejemplo, calculamos el espacio 8P (1) := Oy(11,1)".

En primer lugar, buscamos un orden maximal en B. El reticulo R = (1,4, j, k) es

un orden en B, pero no es maximal (disc (1,14, j, k) = 4% 112). Si definimos p = —Hi;ﬂk
y z = 12, entonces los reticulos R’ = (1,i,7,p) y O = (1,4, 2,iz) son 6rdenes y se

cumple O D R’ D R, con inclusiones estrictas. El orden O = (1,4, 2z,iz) es maximal y,
llamando gp a la forma cuadratica asociada,

go(u,v,w,t) = nrd(u-1+v-i+w-z+t-iz)
= (u+ ) +1L(5)" + (v+3)" +11(5)
= v +uw+ 3w® +v? 4+ vt + 3%,

las unidades del orden O son los elementos x = ul +vi+ wz + tiz € O tales que
go(u,v,w,t) =1 (al ser B definida, la forma es positiva). Se comprueba que !OX‘ = 4.

En general, dado un ideal I = {ay, as, as, ay) de B, definimos la forma cuadrética
qr(u,v,w,t) = nrd(z)/nrd(I), donde = ua; + vas + wasz + tay . Definimos, también,
el nimero de representacion n(p) como la cantidad de soluciones a la ecuacién q; = p.
Si O es el orden a derecha de I y llamamos O; a su orden a izquierda, entonces el
cociente nr(p)/|Of| es igual al nimero de ideales de norma p, contenidos en el orden
O y pertenecientes a la clase del ideal 1.° Si p no divide al discriminante del algebra,
entonces, eligiendo representantes {Iy, ..., Iy} de Cl;, (O),

(ni =nr, ¢ =q, y O; = Op,).

Volviendo al ejemplo, sea p = 2. Entonces, se verifica que np(2) = 4 y que, de los
tres ideales integros de norma 2, sélo uno es principal. Por lo tanto, debe haber, al
menos, otra clase en Cl;,, (O). Antes de empezar a buscar otros ideales, observamos
que el elemento 1 4+ i € O tiene norma reducida nrd(1 4+ i) = 2 y que el ideal inte-
gro de norma 2 correspondiente a la clase principal es (1 4 i) O. Observamos también
que, si dos ideales I,.J cumplen J C I, entonces nrd([) | nrd(J). Buscamos, enton-
ces, un ideal I C O de norma 2 que no sea principal. Para encontrarlo, notamos que

9Una inclusién J = b1 C O equivale a bO; C I~1. Pero I=* = nrd(I)~' I, donde I es el ideal
que se obtiene conjugando los elementos de I (ver [39, Propo. 1.17] o el Corolario I1.27 del presente
trabajo). En consecuencia, vale b1 C O, si y sélo si Oy (5 nrd(I)) C I, ya que los drdenes son estables
por tomar conjugado. Pero ¢;(bnrd(I)) = nrd(b1) y dos representaciones Oy h = Oy b’ difieren en una
unidad en O .
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nrd(2) = nrd(z — i) = 4. Entonces, los ideales principales 20 y (i — z) O tienen norma
4 y son distintos. Consideramos I = 2O+ (z —i) O. Calculando los productos de (z —1)
contra los elementos de la base de O y ordenando los coeficientes, se puede corrobo-
rar que I = (1 — zi,i+ 2,9 — 2,1+ zi). En particular, 20, (z — 1) O C I C O, con
inclusiones estrictas e I # (1 4 i) O. Hemos encontrado dos ideales integros de norma
2 pertenecientes a clases distintas. La forma cuadratica asociada a I es

qr(u,v,w,t) = 2(u2—|—vg—|—w2—|—t2) +uv — 2ut — 2vw — wt .

Debemos hallar |Of | y n;(2). En primer lugar, n;(2) = 12. En cuanto a las unidades a
izquierda, Oy = (1,7,i — z,—i + z), con T = % La forma cuadratica correspondiente
esta dada por

go, = v +4(v* +w?) + ¥ — w + uw + ut — dow + wt .
El grupo de unidades tiene orden |(’)IX| = 6. Verificamos la igualdad

no(2) ny(2) _
0] |or]

Esto no quiere decir que [O] y [I] sean las tnicas clases en Cl;,, (O). Para determinar
el niimero de clases, recurrimos a la férmula de masa:'? si B ramifica en un tinico lugar
finito, [, y O es un orden maximal, en este caso se debe cumplir que

-1 & 1
T_; 07 - zx|

De esta igualdad (con [ = 11) y habiendo determinado los érdenes |O*| = 4y |Of| = 6,
se deduce que H = 2 y un conjunto de representantes esta dado por {[O], [1]}.

En cuanto a los ideales integros de norma 2, sélo uno de ellos pertenece a [O] y la
clase [I] da cuenta de los otros dos ideales. Inmediatamente, deducimos que

Bo[O] = [O] +2[1]

donde B, = By(p) (no el dlgebra sobre Q,). Para calcular el valor del operador By
en la clase [I], basta con contar la cantidad de ideales principales de norma 2nrd(I)
contenidos en I, ya que solo hay dos clases de equivalencia y el total de ideales de norma
2 contenidos en [ es 2+ 1 = 3. Pero

#{J C 1 :wd(J) = 2md(I), [J] = [(9]} _

Over [38, Propo. 25|, o [29, § 5] para el caso de un cuerpo de niimeros
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(los ideales contabilizados son b O C I con nrd(b) = 2nrd(I) y bO =V O, si y sélo si
b~ € 0*). Segtin las cuentas realizadas anteriormente,

Del célculo de B, deducimos, ademds, que, para calcular B, con p # 11, basta con
determinar el niimero de representaciéon np(p), pues, en general, si J = 0O o J =1,

BylJ] = [0+ (1],

donde a + 5 =p+1, a = ny(p)/|O*| y,siJ =1, p+1= Tgxp‘) + 7(19(5\) . Asi, por
I

ejemplo, usando la forma gp, calculamos np(p) para p < 17:

p |23 5 7 13 17
no(p) [4 8 16 16 40 40

Esto nos permite expresar los operadores B, para p < 17, p # 11, en la base {[O], [I]}:

1 2 2 2 4 2 4 4
B2_l30:|7B3_|:3 1:|,B5_|:33:|7B7_[62:|7

10 4 10 8

La matriz B, tiene autovalores: 3 y —2, con autovectores e; = 3 [O]+5 [I]y fi = [[]—
[O], respectivamente. El espacio 8P (1) admite un producto interno (producto interno
de Petersson), con respecto al cual las formas e; y fi son ortogonales (ver (V.2.6)). El
espacio de formas cuspidales tiene dimensién 1 y f; es un generador. La forma f; es
autofuncién para los operadores By, B3, Bs, ... con autovalores a, = —2,—1,1, ... Por
la correspondencia de Jacquet-Langlands, el espacio S, (11)11_n0w es de dimension 1,
generado por una autofuncién para los operadores de Hecke con autovalores {a,},£11.
Usando las relaciones para los operadores de Hecke, obtenemos los primeros términos

para la correspondiente autoforma normalizada:

F=q-2¢-¢+2¢"+¢+2¢"-2¢" —2¢" —2¢" +O(¢") .



Capitulo I

Preliminares

En esta seccion repasamos algunos resultados de la teoria de algebras de cuaternio-
nes. Tomamos como referencia principal [48].

1.1 Algebras de cuaterniones

Sea K un cuerpo. Sea B/K un espacio vectorial de dimensién cuatro con base
{1,7,7,k} y sean a,b € K ~ {0}. Bajo las relaciones ji = k, 1 - h = h para todo h € B,

i*=1-a , j>?=1-b y ij = —ji,

el espacio B se vuelve una K-dlgebra. Si la caracteristica de K es distinta de 2, un
algebra definida de esta manera es un dlgebra de cuaterniones sobre K. En tal caso
escribimos B = (a, b) k. Toda élgebra de cuaterniones sobre un cuerpo K es un élgebra
central simple (sobre K); reciprocamente, toda algebra central simple de dimensién
cuatro sobre K es un algebra de cuaterniones. De ahora en més, todo cuerpo serd de
caracterfstica cero, y esta descripcién de las dlgebras de cuaterniones seré suficiente.!

Sea B = (a,b)x un algebra de cuaterniones sobre el cuerpo K. La conjugacion en
B es la transformacion K-lineal ¢ de B determinada por

vxy+izg+jaos+kay) = a1 —ixg—jag—kaxy . (I1.1.1)

Denotamos el conjugado t(h) de h en B por h. La norma reducida de un elemento b € B
se define como nrd(h) = hh y su traza reducida es trd(h) = h + h. En coordenadas,

nrd(h) = a3 — axd —bay +abxr] y trd(h) = 2z, . (I1.1.2)

1Si la caracteristica de K es 2, se obtiene un &lgebra de cuaterniones imponiendo las relaciones

P4+i=1-a , j72=1-b y ij=j(+1).

15
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En particular, nrd(h) y trd(h) son elementos del cuerpo K. Todo elemento h € B es
solucion de un polinomio cuadratico con coeficientes en K:

m, = X? —trd(h) X +nrd(h) = (X —h) (X —h),
su polinomio minimal.

Lema II.1. Las unidades del dlgebra B son, exactamente, los elementos de norma
reducida no nula:

B* = {nrd #0} .

Ademas, la restriccion a B> determina un morfismo de grupos nrd : B* — K*, al
que también se denomina norma reducida. Por otra parte, la traza reducida es una
transformacion K-lineal trd : B — K y la aplicacion

¢(h, h1> = trd(hhl)
es una forma K-bilineal no degenerada.

Ejemplo I1.2. El dlgebra de matrices B = Mayo(K) con coeficientes en un cuerpo
K es un algebra de cuaterniones sobre K. El cuerpo K se identifica con las matrices

d} , la adjunta de v es la matriz

. [d —b
T T = a
Vale que vv* = det () y que v +~* = Tr (). El polinomio caracteristico de v estd dado

por (X —v) (X —7*) = X2 —Tr(y) X +det (v) . En particular, v y 7* poseen los mismos
autovalores y son similares. Tomando

RN

se obtiene una estructura de algebra de cuaterniones en el espacio de matrices.? Notamos
que el conjugado, la norma reducida y la traza reducida se realizan, respectivamente,
como la matriz adjunta, el determinante y la traza usuales.

escalares [ - a. Dada un matriz v = {Z

Sea F/K una extensién finita de cuerpos y sea B = (a,b)x un dlegbra de cua-
terniones sobre K. Tomando producto tensorial sobre K, se obtiene un algebra de
cuaterniones sobre F: B @k F' = (a,b)x ®xk F. Denotamos este algebra por Bp. Se
cumple que Br = (a,b)p .

2Si la caracterfstica de K es 2, tomamos

NEEEN]
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11.2. Ordenes e ideales

Sean R un anillo de Dedekind, K su cuerpo de fracciones, B/K un algebra de
cuaterniones sobre K y V/K un espacio vectorial sobre K. Un (R-)reticulo en V es un
R-médulo L C V finitamente generado. Un elemento z € V' se dice integro, si R[x] es
un reticulo. Un reticulo L C V' se dice completo, si L ®p K = V', si L contiene una
K-base de V.

Proposicién 11.3. SiV = B, x € B es integro, si y solo si trd(z), nrd(x) € R.

Un reticulo completo en B se denomina ideal. Un orden en B es un ideal I C B que
cumple I-1 C Iy 1 € I, es decir, un ideal que es, ademds, un subanillo (con unidad) de
B. Todo elemento perteneciente a un orden es integro (R es noetheriano y los érdenes
son finitamente generados).

Proposiciéon 11.4. Un subconjunto O C B es un orden, si y solo si O es subanillo de
B, R C O, los elementos de O son integros y O - K = B.

Observacién IL.5. Sea € O, un orden de B. En general, 27! = Znrd(z) 'y z € O
(por 11.3). Si z € O*, 7' € O y nrd(z)"! € R. Reciprocamente, si nrd(z™!) € R,
r~! € O. Asi, se deduce que x € O si y sélo si nrd(z) € R*.

Si L, L' C V son reticulos, LN L’ es un reticulo. Si L' es completo, dim(LNL' - K) =
dim(L - K) (basta expresar los elementos de L como combinaciones lineales de una K-
base de V contenida en L'). En particular, la interseccién de dos ideales es un ideal y la
intersecciéon de dos érdenes es un orden. Un orden se dice maximal, si no esta contenido
propiamente en otro orden de B. Todo orden estd contenido en algin orden maximal

(por 11.4). Un orden de la forma O N O’ con O, O’ maximales en B se denomina orden
de Eichler.

[1.2.1. Producto e inverso de ideales

Todo ideal I C B tiene asociados dos drdenes:
Ozzq(I):{hEBhICI} y Oder(l>:{h€BIhCI}’

su orden a izquierda y su orden a derecha. Los conjuntos O, (1) y Oger(I) son érdenes
de B. Se dice que un ideal I es un ideal a izquierda de un orden O, si O, (I) = O;
analogamente, [ se dice ser un ideal a derecha de O, si Ouer(I) = O; si Ouy(I) =
Ouer(I) = O, se dice que I es un (O-)ideal bildtero.

Dados ideales I, J C B, el producto de I con J se define como el R-mddulo generado
por los porductos de la forma a-b, a € I, b € J:

I-J=(a-b:acl,bel),.
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El producto de ideales es un ideal y la operacién (I, J) — I-J es asociativa. Se dice que
un producto [ - J es coherente, si Oger(I) = Oury(J). El (pseudo- Jinverso de un ideal 1
es el conjunto

I'"={heB:IhICI}.
Este conjunto es un ideal de B y se cumple que:
Oig(I™) D Oper(I) DIy Ouer(I) D Opy(I) D ITH (I11.2.1)

Un ideal I se dice tnvertible a derecha, si existe un ideal J tal que el producto I - J
es coherente y, ademds, I - J = O;,(I) y, en tal caso, decimos que J es un inverso
a derecha de I; similarmente, I se dice invertible a izquierda, si existe un producto
coherente J - I = Oy (I); el ideal I se dice invertible, si existe un ideal J que es, a
la vez, inverso a derecha e inverso a izquierda de I, es decir, tal que las inclusiones en
(I1.2.1) son igualdades, reemplazando I~ por J. Un ideal es invertible, si y sélo si es
invertible a derecha y a izquierda.

Un ideal se dice normal, si Ouy(I) v Oger(I) son maximales; se dice integro, si
I COp(l) el COyr(l); yse dice principal, si I = hO" e I = Oh, para cierto h € B
(en ese caso, Ouy(1) = Oy Oy (1) = O').

Observacion I1.6. Para garantizar que un ideal [ es, respectivamente, principal o
integro, es suficiente verificar s6lo una de las dos correspondientes condiciones. Si h € B
y O C B, Oh = h@', donde O' = h='Oh, el orden a izquierda de este ideal es O y su
orden a derecha es O'. Si I C Ouy(I), I -1 C 1 el C Oge(I), y viceversa. Lo mismo
es cierto en cuanto a la propiedad de un ideal de ser normal: Og.,.(I) es maximal, si y
s6lo si O,4(I) es maximal.®

[1.2.2. El diferente

La norma reducida de un ideal I C B es el ideal de K generado por las normas
reducidas de los elementos de I:

nrd(l) = (nrd(z) : v €l), C K .

Esto define un ideal fraccionario de K: si {oy}, es una R-basede I y x =), aroy, € 1,

nrd(x) = Z a;a; (nrd(ey + o) — nrd(a;) — nrd(a;)) + Z (az)?nrd (o)

i<j k

y, entonces, nrd(z) es una combinacién R-lineal de las finitas normas reducidas nrd(ay)
y nrd(a; + o). La traza reducida, por otra parte, permite definir el dual de un ideal.

3[11, Satz 12, § 2]
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Como hemos mencionado (Lema I1.1), la aplicacién ¢ : Bx B — K dada por ¢(h, hy) =
trd(hhy) es una forma bilineal no degenerada. El dual de un ideal I es el conjunto

I*={zeB: trd(z-I)C R}.

Este conjunto es un ideal. Por la ciclicidad de la traza, I C (I*)* y, dado que I* contiene
a la base dual respecto de ¢ de una base en I, vale que (I*)* C I. Es decir, (I*)* =1 .
En particular,

Oing(I") = Oger(I) . (11.2.2)
Observacion I1.7. Para todo par de ideales I, J de B, vale que
(I-J={zeB:alcJ}={zeB:JzCI}.

Si O C B es un orden, su diferente es el ideal (O*)~! de B. De la igualdad (I1.2.2)
y de la expresion (I1.2.1), con O* en lugar de I, se deduce que

0 € 0.,((0)7) N 0w ((0)7).

Esto quiere decir que el diferente es estable por multiplicacién por elementos del mismo
orden a ambos lados. Dado que 1 € O, se verifica también que (O*)~! C Oy, en
particular, el diferente de un orden es un ideal integro.

La definicién del ideal diferente es valida para cualquier ideal. Dado un ideal I de
B, d; denota el ideal en el cuerpo K definido como la norma reducida del ideal (I*)~!:

d; = nrd((I%)7) .

Si I = O es un orden, lo llamamos discriminante (reducido) de O. El discriminante
proporciona una manera de determinar si un orden es maximal.

Proposicion 11.8. Sean O, O C B dos ordenes. Entonces O C O implica dp C dor.

Si, ademads, dp = der, entonces O = O'.

11.2.3. Ideales principales

Sea I = Oh un ideal principal de B y sea O’ = h~'Oh su orden a derecha. Entonces
I' =p'0=0n"t.
En particular, I es invertible. Si I’ = O'h/, entonces

[-T = Ohk = WO,
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donde O" = (W)"*O'W. En general, el producto coherente de ideales principales es
principal y sea cumple

Oizq(I‘]) = Oizq([) y Oder(IJ) = Oder(J) :

El pseudoinverso de un ideal principal también es principal y es un verdadero inverso.
La norma reducida de un ideal principal I = Oh es el ideal principal

nrd(/) = Rurd(h)

en el cuerpo K. El inverso de un ideal principal I se puede escribir en términos de su
norma reducida:

I = Tord()™!,
donde I = {f Cx € ]}. Si J = O'h, de manera que IJ sea coherente, entonces

nrd(/J) = nrd(/)nrd(J) .

[1.2.4. ldeales invertibles

Sea I un ideal invertible a derecha con inverso (a derecha) J. Por definicién del
pseudo inverso, como [JI = O, (I)I = I, vale que J C I~'. Pero también, como
OdeT<[) = Ozzq(J)7

I'"'=rt‘uyy)=U"'nJci.

Entonces debe ser J = I~!. En particular, I es invertible a derecha, si y sélo si I -I7!
es un producto coherente y vale I-I~' = O,,,(I). En tal caso, [~ es su tinico inverso a
derecha. La afirmacién analoga acerca de la invertibilidad a izquierda también es cierta.
En particular, I es invertible, si y sélo si las inclusiones en (I1.2.1) son todas igualdades.

Sean O y O dos érdenes en B y sean I y J dos ideales de B tales que O,,,(I) = O,
Ouer(J) = Oy que IJ sea coherente. En general, O C O,,,(1.J). Si asumimos que J es
invertible a derecha, entonces

el =zI(JJ Y CclJJ =1,

para todo z € Oy, (1J). Se deduce que O,,,(IJ) = O. Un argumento andlogo muestra
que, si I es invertible a izquierda, entonces Qg (I.J) = O'.

Si O = O, entonces podemos definir un grupo, el grupo de O-ideales bilateros e
invertibles. Denotamos este grupo por Z (O). Como ya hemos mencionado, los ideales
principales son invertibles y sus inversos son principales y el producto de dos ideales
principales es principal, con lo que podemos definir el subgrupo de ideales principales,
P(O) < Z(0). En general, si O # @, no hay estructura de grupo y obtenemos un
grupoide considerando todos los conjuntos Z (O, Q') de ideales invertibles cuyo orden a
izquierda es O y O a derecha.
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Observacion I1.9. Sea O un orden y sea [ un ideal a izquierda de O. El producto
I - I* es coherente y se cumple, por la Observacién I11.7, que (I - I*)* = O . Dualizando,
I - I* = O*. Si, ahora, O* es invertible a derecha, entonces vale que

I-(Ir o™ =0,

con todos los productos coherentes. Es decir, todos los ideales I tales que O,,,(I) = O
son invertibles a derecha y sus inversos estan dados por 1! = I* (O*)~!.

Cuando el orden es maximal todos los ideales resultan ser invertibles.

Proposiciéon I1.10. Sea O un orden maximal. Si I es un ideal a izquierda de O,
entonces I es invertible a derecha. Es decir, el producto I - 7' = O es coherente.

Demostracion. El producto I - I~ es compatible, por maximalidad de O y I1.2.1. Si
denotamos por A este ideal, entonces A es un O-ideal bilatero, normal e integro. Por
definicién, AA™! C Oy, por lo tanto, (AA™1) I = I. Esto quiere decir que I'A~1 c 71
y, entonces, A7t C Oy, (I7') = O, por maximalidad. Pero A, A~! C O sélo puede
suceder si A = 0.4 O

Corolario II.11. 5% I es un ideal normal, entonces I es invertible.

[1.3.  Algebras de cuaterniones sobre cuerpos locales

[1.3.1. Clasificacion local

En general, un algebra de cuaterniones sobre un cuerpo, o bien es isomorfa a un
algebra de matrices, o bien es de divisién. Todo anillo de divisién con una cantidad
finita de elementos es conmutativo; sobre un cuerpo finito, entonces, toda algebra de
cuaterniones es isomorfa al dlgebra de matrices con coeficientes en el cuerpo. Sobre el
cuerpo de ntimeros complejos —0, en general, sobre un cuerpo separablemente cerrado—
existe, también, una tnica clase de isomorfismo de algebras de cuaterniones.

Toda algebra de division real, no conmutativa y de dimension finita es isomorfa al
algebra de cuaterniones de Hamilton, H = (—1, —1)g. Hay, entonces, exactamente dos
clases de isomorfismo de algebras de cuaterniones reales: la clase del algebra de matrices
Mayo(R) y la clase de las dlgebras de division, representadas por H. Esto es cierto bien
en general.

Teorema I1.12 (Clasificacion local). Sea K un cuerpo local distinto de C. Entonces
existe una unica dlgebra de cuaterniones de division, salvo isomorfismo.

4[11, Satz 6, § 2|
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11.3.2.  Ordenes e ideales sobre cuerpos locales no arquimedianos

En esta seccién asumimos que K es un cuerpo local. Como antes, denotamos por R su
anillo de enteros y fijamos un dlgebra de cuaterniones B/K. Dividiremos la descripcién
en dos casos: B es isomorfa a un algebra de matrices, o bien B es de divisién. Pero
antes hacemos una observacién vélida en ambos.

Sabemos que, si un ideal I es principal, entonces es invertible. Sobre un cuerpo local
estas dos nociones coinciden.

Proposicién I1.13 ([28, Thm. 2]). Sea B un dlgebra de cuaterniones sobre un cuerpo
local. Si I es un ideal invertible de B, entonces I es principal. En particular, Oge(I) y
Oy (1) son conjugados.

Es decir, en las dlgebras de cuaterniones sobre un cuerpo local, Z (O, 0") = P (O, 0'),
para todo par de drdenes; ademéas, Z (0,0’') # @ implica O = hO'h~! para cierto
h € B. En general, dados érdenes O y O’ de B, I = O -’ es un ideal. Si dichos érdenes
son maximales, entonces I € Z (O, 0’). Esto demuestra el siguiente corolario.

Corolario II.14. Sea B un dlgebra de cuaterniones sobre un cuerpo local. Si O y O’
son ordenes mazximales en B, entonces son conjugados.

Llamamos discriminante reducido de B/K al ideal dg de K igual al discriminante
reducido de cualquiera de sus érdenes maximales:

dg = do .

Por el Corolario I1.14, este ideal esta bien definido.

En lo que resta de esta seccién, suponemos que K es una extension finita de Q, y
elegimos un uniformizador local, al cual también denotaremos por p. Sea R su anillo de
enteros y sea P = R p el unico ideal maximal.

B ~ M2X2<K)

Sea V/K un espacio vectorial de dimensién 2. Eligiendo una base de V', B se identi-
fica con el dlgebra de endomorfismos de V', End (V). Bajo esta identificacion, los érdenes
maximales de B son de la forma Endg(L), donde L es un reticulo completo de V. En
particular, todos los érdenes maximales de B son conjugados al orden

R R
|iR R‘| = M2><2(R) I

cuyo discriminante reducido es igual a du,,,r) = R.
Sea L C V un reticulo. Si z € K*, se cumple que Endg(zL) = Endg(L). Si L' es un
reticulo completo, porque L es finitamente generado y L’ contiene una K-base de V/,
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existe D € R tal que D - L C L'. Supongamos, entonces, que L C L' y que ambos son
completos. Existen una R-base {f’, ¢’} de L' y enteros a,b € Z tales que {f'p%, ¢'p"}
es una R-base de L. En la direccién opuesta, si {f, g} es una R-base de L, existe una
unica R-base de L’ de la forma {fp™, fr + gp"}, con m,n enteros y r perteneciente
a un sistema de representantes de R/Rp" dado. De esto se deduce que los ideales a
izquierda de Mayo(R) e integros son los ideales de la forma

Maxa(R) {pm ]:n] 7

donde m,n > 0y r pertenece a un sistema de representantes de R/Rp" dado. Todos
estos ideales son distintos y, en paritcular, la cantidad de ideales de norma reducida
igual a Rpes 1+ |R/Rp|.

Sean O = Endg(L) y O' = Endg(L') dos érdenes maximales. Asumiendo que
L C L/, existen bases {f',¢'} v {f'p% ¢'p*} de L' y de L, respectivamente. La distancia
entre Oy O es

dist(0,0") == |b—al .

El nivel del orden de Eichler O N O’ es la distancia dist(O, ) entre los érdenes maxi-
males.

Proposiciéon I1.15. Sea O un orden de Mayo(K). Las propiedades siguientes son equi-
valentes: (i) existe un unico par O1, Oy de ordenes mazimales tales que O = O N Oy;
(1) O es de Fichler; (iii) existe un unico entero e > 0 tal que O es conjugado a

{ R}; ) g . (T1.3.1)

El entero e en la proposicion anterior es igual al nivel del orden de Eichler O.
Decimos también que el nivel de O es R p°. Se verifica que el discriminante reducido del
orden (I1.3.1) es Rp®. A este orden en Mayo(K) lo llamamos orden de Eichler estandar
de nivel Rp® y lo denotamos Oy(Rp®). En general, el discriminante reducido de un
orden de Eichler de nivel Rp® en B es Rp°.

B % Maya(K)

La valuacién v en K se extiende a una valuacién en B componiendo con la norma
reducida. Si v: K* — Z con v(p) = 1, definimos w : B* — Z por

w = vonrd .
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que es una valuacién discreta en B. Como nrd : B* — K* es sobreyectiva,® existe
7 € B* cuya norma reducida es igual a nrd(7) = p. Entonces, si

O = {w20} y P = {w>0},

el Unico orden maximal de B es O, cuyo unico ideal bilatero e integro maximal es P,
que es principal (P = Or = 7). Hay un tnico orden de Eichler y es igual a O. Todo
O-ideal a izquierda es un O-ideal a derecha y, por lo tanto, bilatero. Los ideales de O
(a derecha o a izquierda) son todos de la forma P’ con i € Z y, en particular, son todos
principales. Ademds, (O*)™! = P y dp = nrd(P) = Rp.

[1.4.  Grupos en los adeles

En esta seccion repasamos las definiciones del anillo de adeles y del grupo de ideles
de un cuerpo de nimeros y algunas construcciones relacionadas. Aprovechamos también
para indicar la notacién que se utilizara en el resto del trabajo.

Sea V un conjunto de indices y, para cada v € V, sea GG, un grupo. Si ademas
contamos con un subconjunto finito S C V y, para cada v € S, con un subgrupo
C, < G,, podemos definir el producto restringido de los G, respecto de los C,:

G = {(%)vev € H G, : x, € C, para casi todo v € V\S} )

veV

Denotaremos este grupo por H; G, cuando no sea necesario mencionar explicitamente
el conjunto de lugares S y la familia de subgrupos C,. Decimos que una propiedad se
cumple para casi todo elemento de un conjunto, si se cumple para todos los elementos
salvo posiblemente finitos de ellos. En los casos que nos interesan, los grupos G, son
grupos topoldgicos localmente compactos y, cuando estan dados, los subgrupos C,, son
abiertos y compactos. En este caso, el producto restringido G tiene estructura de grupo
topoldgico localmente compacto. Una base de entornos del elemento neutro esta dada
por los subconjuntos de la forma HUEV U,, donde cada U, es abierto con clausura
compacta y U, = C,, para casi todo v. Los conjuntos de indices V' y S son, mas
aun, V = V& el conjunto de lugares de un cuerpo de nimeros K/Q, y S € VE un
subconjunto finito de lugares que contiene los lugares arquimedianos.

Fijemos K/Q un cuerpo de nimeros. Denotamos por oy su anillo de enteros y por
VE el conjunto de lugares de K. Escribimos VfK y VX para referirnos, respectivamente,
al subconjunto de lugares finitos, o no arquimedianos, correspondientes a los primos de
0k, v al subconjunto de lugares infinitos, o arquimedianos. Si v € V¥, denotamos la
completacién de K en v por K,. Siv € VfK , denotamos el orden maximal en K, por

553, Ch. X § 2]
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0k 4, compuesto por los elementos de médulo menor o igual a 1. Si S es un subconjunto
finito de lugares de K que contiene a VX el anillo de S-enteros esta definido por

ok (S) = () (KNoky) -

vgS

Este conjunto es un subanillo de K y un dominio de Dedekind. Si S = VX entonces
0k (S) = ok.

Definicién 11.16. El anillo de adéles de K, denotado A, es el producto restringido
determinado por S = VE G, = K, y C, = 0k, Es un anillo topoldgico. El grupo de
ideles de K, denotado A%, es el grupo topolégico que se obtiene tomando S = VX,
G, =K}y C, =0k, Es igual al grupo de unidades de A (como conjunto).

Sea B/K un algebra de cuaterniones sobre K. Dado v € V& se obtiene un 4lgebra
de cuaterniones sobre la completacién K, extendiendo escalares:

B, = By K, .

Sea S C VE un subconjunto finito de lugares de K que contiene VX y sea O C B un
0k (S)-orden del dlgebra. Si v € V/* \ S, entonces

Ov =0 ®0K(S) 0K
define un (o0x,-)orden en B,.

Definicién I1.17. El anillo de adéles de B, denotado Ap, es el producto restringido
de G, = B, respecto de C, = O, (definidos para v ¢ ). Esta definicién no depende
del conjunto finito S (siempre que contenga V.X), ni del orden O elegidos; se verifica
que

AB = B@KAK.

El grupo de idéles de B, denotado A%, es el producto restringido que se obtiene eligiendo
G, =B,y C, =0,). Es un grupo topolégico y el grupo de unidades de Ap.

En general, si V = VE S o VE es un subconjunto finito, {G, : v € VE} es
una familia de grupos indexada por los lugares de Ky {C, : v € S} es una familia
de subgrupos, entonces el producto restringido se descompone como producto de una
parte arquimediana y una parte no arquimediana:

G=G,xG,
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donde G = [[cvx Go ¥y G= H;evfp G, es el producto restringido de {G, : v € V/*}

respecto de {C, : v € VfK N S}. Con respecto a los ejemplos anteriores, usaremos la
siguiente notacion:

AX:XOOX)? y A)X(:X;x)?x,
donde X = KoB. Si § C VE es un subconjunto finito que contiene los lugares

arquimedianos, entonces

oS = [[ oxe v oxS = [ ok

UGVfK\S UGVfK\S

definen, respectivamente, un subanillo compacto de K y su grupo de unidades, también
un subgrupo compacto de K* con la topologia heredada de los ideles. Analogamente,

0= ]] 0, = Oy s)0x(S) vy OF = II o

vEVfK\S UEVfK\S

definen un subanillo compacto de B y su grupo de unidades, que es un subgrupo com-
pacto en B*.

[I.5.  Algebras de cuaterniones sobre un cuerpo de niimeros

Sean K/Q un cuerpo de ntimeros, S C V& un subconjunto finito de lugares que
contiene VX FE/K un K-espacio vectorial de dimensién finita y L C E un og(S)-
reticulo. Para cada lugar v € VX, sean

E, = E®k K, y L, = L®0K(S) OKv

el espacio vectorial sobre la completacion K, determinado por extension de escalares
y, respectivamente, el ox ,-reticulo en E, generado por L, su clausura (L, sélo estd
definido para v € VfK N S). Si M, es un reticulo en F,, decimos que M, es un reticulo
local. Para enfatizar que L es un reticulo en el espacio sobre K, decimos que L es un
reticulo global. Si x € F, denotamos por z, su imagen en E,, es decir, z, =z ® 1.

Proposicién 11.18. Sea E/K un espacio vectorial sobre K y sean Ly y L reticulos en
E. Entonces

(Z) L= ﬂvEVfK\S EmLU Y

(i) Ly = Loy para casi todo v € VN S.

Ademds, (iii) si {MU}UerK\S es una familia de reticulos locales tales que M, = Lg,

para casi todo v, existe un (unico) reticulo global L' C E tal que L, = M, para todo
v E VfK NS
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[1.5.1. El teorema de clasificacidon

Sea B/K un &lgebra de cuaterniones sobre K. Dado v € VE | se dice que B ramifica
en v, si el algebra de cuaterniones B, /K, pertenece a la clase de las dlgebras de divisién.
El conjunto de ramificacion de B es el conjunto de lugares v de K en donde B ramifica.
Denotamos este conjunto por Ram(B).

Observacién I1.19. El conjunto Ram(B) es un conjunto finito. Sea L el reticulo en B
generado por una K-base. Entonces L es un reticulo completo. Por la Proposicion 11.18,
para casi todo lugar finito v, el reticulo local L, debe ser igual a un orden maximal en
la correspondiente algebra B,. Por otro lado, el ideal discriminante reducido d;, C K
es un reticulo completo en K y, por lo tanto, (d.), = 0k, (el orden maximal) para casi
todo v. Entonces, el discriminante del algebra B, es dp, = dr, = 0k, para casi todo
v. En definitiva, por lo visto en la Seccién 11.3.2, B, ~ May(K,), salvo, posiblemente,
en finitos lugares.

El discriminante reducido de B/K, denotado por dg, se define como el producto de
los ideales primos correspondientes a los lugares finitos en donde B ramifica. Se cumple

= I w={) &nd,),

vERam(B)NV veVE
0, lo que es lo mismo, (dg), = dp,.

Teorema I1.20 (Clasificacién global). El cardinal del conjunto Ram(B) es par. Si S
es un subconjunto de lugares de K de cardinal par, existe, salvo isomorfismo, una unica
algebra de cuaterniones cuyo conjunto de ramificacion es S.

En particular, el teorema de clasificacién nos dice que dos dlgebras de cuaterniones
sobre un cuerpo de numeros son isomorfas, si y sélo si son isomorfas localmente.

[1.5.2. El teorema de la norma

Se dice que B es indefinida, si B ramifica en algin lugar arquimediano. Si B, es
de divisién para todo v € VX se dice que B es (totalmente) definida (esto tltimo
solamente es posible cuando K/Q es totalmente real).

Teorema I1.21. La imagen del morfismo nrd : B* — K* es

mrd(B*) = Ky = {x eK :2,>0,sive VofﬂRam(B)} .

Si K/Q es una extensién totalmente real, un elemento = € K es totalmente positivo,
si r, > 0 para todo lugar arquimediano v € VX. Escribimos z > 0 para indicar que
z es totalmente positivo y denotamos por KX = {z € K* : x > 0} el subgrupo
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de elementos totalmente positivos de K. Dada un algebra de cuaterniones B/K, los
elementos cuya norma reducida es totalmente positiva conforman un subgrupo que
denotamos por B = {y € B* : nrd(y) > 0} .

Observacion I1.22. Si el grado de la extensién K/Q es igual an = [K : Q] y B/K
ramifica en n — r lugares arquimedianos, entonces By, ™~ Moy o(R)” x H" " y

B*/B* ~ K

(+)/KI ~ (Z/27)"

via la norma reducida.

11.5.3.  Aproximacién fuerte

Sea S C V& un subconjunto finito. Sea B! el subgrupo de B* de elementos de
norma reducida uno, sea B, el subgrupo correspondiente en B y sea By =[], ¢ B:.
Cada B] es compacto, si y s6lo si B ramifica en v y Bi es compacto, si y sélo si
S C Ram(B). Dado un orden O C B, sean O' = O* N B!, Ol = OX N Bl y A} el
producto restringido de los grupos B, respecto de los subgrupos compactos O} (siempre
que estén definidos).

Teorema I1.23 (de aproximacién fuerte, [48, Théoreme I11.4.3]). Sea S C VE un
subconjunto finito que contiene al menos un lugar arquimediano. Entonces, si B no es
compacto, B! - B es denso en AL.

De ahora en adelante, tomamos S = VE. Entonces B} es compacto, si y sélo si B
es totalmente definida.

[1.6. Propiedades locales

Dado X C B, decimos que X satisface una propiedad localmente, si todas las clau-
suras X,, v € VfK , tienen la propiedad correspondiente.

Observaciéon I1.24. Un elemento x € B es integro, si y sélo si, para todo lugar finito
v, T, € B, es integro.

Proposicién I1.25. Las propiedades de un reticulo de ser un ideal (reticulo completo) o
de ser un orden son propiedades locales. En consecuencia, también lo son las propiedades
de ser un orden mazximal o de ser un orden de FEichler.

Demostracion. Sea L un reticulo en B tal que L, C B, posee un conjunto generador
de B, sobre K,. Dado un elemento h € B, si h, denota su imagen en B,, se cumple
que h, € L, para todo lugar v, salvo, posiblemente, una cantidad finita. Sea S C VfK
el conjunto conformado por dichos lugares. Aun si h,, € L., existe D,, € ok, tal que
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D,h,, € L,. Como cada reticulo L,, es abierto en B, por densidad, existe D € K tal
que D h € L,,. Entonces D h (o un multiplo) pertenece a ﬂveva (BNL,)=L.

Sea I C B un reticulo tal que, para cada lugar finito v, I,, es un orden en B,. Por el
parrafo anterior, I contiene una K-base de B. Por la Observacion 11.24, los elementos
de I son integros. Dado que también se cumple I, D 0g, D 0x para todo v, el reticulo /
contiene a 0k . Finalmente, I - I C I, para todo v implica I -1 C I y, por la Proposiciéon
I1.4, I es un orden.

Sea O un orden en B tal que O, es maximal para todo lugar finito v y O D O es
un orden, entonces O, = O, para todovy O = O'.

Sea O un orden de B. Sea O un orden maximal que lo contiene. Supongamos que,
para cada lugar finito v, existen 6rdenes maximales tales que O, = O, ,NOs,, , entonces,
para casi todo v,

Ov - Ol,v - OQ,U — O;

y, en particular, existen érdenes Oy, 02 de B tales que (0;), = O;,. Ademads, por
unicidad, 0= 01 N 02. ]

Proposicion 11.26. Sea I un ideal de B y sea v € VfK un lugar finito. Entonces
Oiy(ly) = Opy(D)y , (I,)" = ("), , nrd(l,) = nrd(I), .

Si J es otro ideal de B, I-J es un producto coherente, si y solo si I, - J, lo es para todo
v. Si, ademds, I es invertible, entonces I,J, = (I.J),.

Demostracion. Veamos que nrd([,) = nrd(!),. Sea {as}r un conjunto generador de [
como 0x-médulo. La norma reducida nrd(7) es el ideal en K generado por las normas
de los elementos «y, y las sumas «; + a;. Como el ideal I, estd generado sobre ok, por
el mismo conjunto, los ideales nrd(7,) y nrd(/), en K, estan generados por los mismos
elementos.

Con respecto al producto de ideales, asumiendo la validez de Ogy(1,) = Ouy(1)y
para todo ideal I y todo lugar finito v, si I,,J, es coherente para todo v, entonces I.J
es coherente (y viceversa). Supongamos, ahora, que I es invertible. Por continuidad,
I,J, C (IJ),. En particular, el inverso de I verifica I,(I,)™" C (II71), = Oy(I),.
Dado que también O, (I) = IT~* C I,(I!),, se deduce que I,(I™1), = Oy (L,). Lo
mismo es cierto tomando el producto en el orden inverso. En particular, I, es invertible
e (I,)"! = (I™1),. En definitiva, I, *(IJ), C (I"'1J), = J,, de lo que se deduce, por
invertibilidad de I,,, que (I.J), C I,J,. O

Corolario I1.27. Un ideal I de B es invertible, si y solo si es localmente invertible;
equivalentemente, un ideal es invertible, si y solo si es localmente principal. En tal caso,

IV =nrd(I)7' 1.



30

Corolario I1.28. Sea O un orden de B. Entonces do, = (do)., para todo lugar finito
v. En particular, O es maximal, si y solo si do = dp.

Si O es de Eichler, su nivel es el ideal 9t = ﬂveva (KNM,) de K, donde M, denota

el nivel del orden de Eichler O,, si v es no ramificado, y M, = 0k ,, si B ramifica en v.
El discriminante reducido de un orden de Eichler O de nivel N es igual a dp = D - N,
donde ® = dp. Notemos que (91,0) = 1.

[1.7. Clases de ideales

Sean [, J dos ideales de B. Decimos que [ y J son equivalentes a izquierda, si existe
b € B* tal que I = bJ. Dado un orden O en B, el conjunto de clases a izquierda de
O, denotado Cl;,, (O), es el conjunto de clases de ideales invertibles I de B tales que
Ouer(I) = O médulo la relacion de equivalencia a izquierda. A diferencia de lo que
ocurre en el caso de un cuerpo de numeros, este conjunto es, simplemente, un conjunto.

Sea g = (g,)», € B*. La familia de reticulos {¢,0,}, determina un ideal de B cuyo
orden a derecha es 0. Dicho ideal es, por definicién, localmente principal y, por lo
tanto, invertible. Reciprocamente, como todo ideal invertible es localmente principal, la
aplicacién (g, ), — I asi definida es sobreyectiva. Si (g, ), (¢,), € B*, vale ¢,0, = ¢, 0O,
para todo v, si y sélo si g, € g,0 para todo v. Hay una biyeccion

Sx (AKX~ Ideales invertibles I C B con
X X o /
B*/O —>{ Our(I) — O }_ U z(0,0),
O0'CB
que determina una correspondencia entre BX\E */ O* y Cliy (O).

Teorema I1.29. Si B/K es un dlgebra de cuaterniones sobre un cuerpo de nimeros y
O C B es un orden de Eichler, el cardinal del conjunto Cl;,, (O), el nimero de clases
de O, es finito.

Teorema I1.30 (Eichler). La norma reducida induce una suryeccion

n: BX\B*/O* - K(i)\f?x/o/z?x
del conjunto de clases Cl;,, (O), en un grupo de clases asociado al cuerpo K y al dlgebra
B. Si, ademds, B/K es indefinida, esta aplicacion es biyectiva.

Cuando B es totalmente definida, K (XJF) = K7 y la aplicacién n del Teorema I1.30

es una suryeccién en el grupo de clases estrictas C1*(K). Si B es indefinida, se obtiene
una biyeccién con un cociente de este grupo, denotado Cl(+)(K ). De todas maneras,
CI"(K) aparece, si modificamos el grupo actuando a izquierda.

Corolario I1.31. La norma reducida induce una aplicacion sobreyectiva
i 2 BA\B* )0 — KX\K*/og " .

Si B es indefinida, n es una biyeccion.



Capitulo I

Formas modulares de Hilbert

Las formas de Hilbert se pueden ver, en analogia con las formas modulares elipticas,
como funciones holomorfas en un producto de copias del semiplano complejo superior y
que verifican una condicién de invarianza respecto de un subgrupo discreto de GL3 (F).
Aqui, F denotard un cuerpo de nimeros totalmente real de grado [F': Q] =n y o su
anillo de enteros, 91 denotara un ideal integro de F' y a un ideal fraccionario.

I11.1.  El grupo I'y(M, a) y subgrupos de congruencia

Usando las n inmersiones de F en R, queda determinada una inclusién de GLj (F)
en el producto GLy(R)" y, de esta manera, una accién de GL3 (F') en h" dada por:

a b a1z1 + by Gn2n + by,
= — ..., — ] . II1.1.1
l:C d:| & (0121 + d1’ ’ CnZn + dn) ( )

El espacio h™ posee una medida invariante por la accién de GL3 (R)™:
dy = H y; 2da;dy; . (II1.1.2)
i=1

En particular, por (II1.1.1) esta medida es invariante por GL3 (F).
Sea Oy(1) el orden maximal

Oo(1) = Mays(op) = {Zi Zﬂ (I1.1.3)

contenido en B = Myyo(F'). Manteniendo este orden fijo, consideramos los érdenes de
la forma

Ou(N) = {fﬁ zﬂ C Op(1) , (ITL.1.4)
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que resultan ser 6rdenes de Eichler para los distintos ideales integros 91 C opg. Si no
hay ambigiiedad, escribiremos O en lugar de Oy(M). Dado un ideal fraccionario a de
F, fijamos un idele finito @ € F’* que cumpla

a=7aop NF (IT1.1.5)
y & € GLy(F) dado por
a = [“ J . (111.1.6)

En particular, nrd(@) = @. De esta manera, a cada ideal a, se le asocian el orden de
Eichler

O = (@0E™Y) N Myyo(F) = {mf—l Oﬂ (II1.1.7)

y el grupo de unidades totalmente positivas
Lo(M,a) :== OF N GLI(F) . (I11.1.8)

Escribiremos ocasionalmente, I'y o (’); 4 para denotar este mismo grupo.
Al dlgebra Mayo(F') y al orden O se les asocia la variedad

Vo) = | | Yo, a) .

donde a recorre un sistema de representantes del grupo de clases estrictas C1T(F) e
Yo(M, a) se define como el cociente I'g(D, a)\h™ (comparar con § IV.1). Esta variedad
no es compacta pero, via la determinacion de un dominio fundamental para cada com-
ponente Yy(91, a), se demuestra que es de volumen finito.! Para obtener una variedad
compacta, se considera el grupo GL; (F) actuando en P}(F') por:

[ZL Z} [a:B] = [ac+ b : ca+ df] (II1.1.9)

Como también P(F) — P(R)" via las inmersiones de F' en R, podemos obtener una
compactificacién de Yy (M, a) agregando las cuspides de I'g(N, a), las 6rbitas de T'o(M, a)
actuando en P!(F) —esta compactificacién se conoce como compactificacién de Baily-
Borel? — que denotamos

Xo(M,a) := To(M,a)\ (h" UP(F)) .

A diferencia de las curvas modulares, estas variedades tienen puntos singulares: los
puntos elipticos y las (finitas) ctspides que agregamos. Cuando F' = Q, para cada nivel

1[18, Ch. IV, § 1]
2[18, Ch. II, § 7]
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N > 1 hay una tnica curva Xo(N). En general, a cada ideal integro 0, le asociamos
en principio una variedad X,(M, a) por cada a en un sistema de representantes de las
clases en CI7(F).

Ademds de los grupos I'o(M, a), apareceran naturalmente otros, por ejemplo, de
la forma T'o(M,a) N (7vTo(M, b)7y~") . Las propiedades fundamentales de las formas de
Hilbert: existencia de expansiéon de Fourier y principio de Koecher, dependen de la
existencia de suficientes “traslaciones” y de suficientes “homotecias” (respectivamen-
te). Estas transformaciones surgen de considerar el estabilizador de la cispide oo en
['y(M, a). Por otra parte, para poder relacionar el producto interno de Petersson con
los operadores de Hecke en los espacios de formas cuspidales, necesitaremos garanti-
zar que estas transformaciones estén presentes, también, en otros grupos. Con este fin,
introducimos los subgrupos de congruencia y la relacién de conmensurabilidad.

Dados M y a, respectivamente un ideal integro y un ideal fraccionario en F'; definimos
un grupo I'g(M, a) por la expresién (I11.1.8) (la diferencia esta en que a es, en principio,
arbitrario). Fijado a, los grupos I'o(M, a) constituyen una familia ordenada por 9 |
N=Ty(M,a) D (M, a), con I'y(1,a) conteniendo a todos. El anillo Oy(1), ((II1.1.7)
con 9 = 1) actia por endomorfismos en el 0p-médulo a @ op:

{a Z} (,y) = (ax + by, cx + dy) .

c

Evaluando en un punto (x,0) y en un punto (0,y) (x,y # 0), se ve que el tnico
elemento que actia trivialmente es la matriz identidad I € Oy(1),. En particular, el
grupo I'g(1, a) se realiza como un subgrupo de automorfismos de este 0p-médulo. Para
cada ideal integro M C op, el submddulo a @ N es Opy(1),-invariante:

{"i “] Ma@N) C NadN .
a Ofp

En particular, I'g(1, a) preserva este submoédulo y la accién del grupo desciende a una
accién en el cociente (ador)/(Na®N) ~ a/Na® op/MN . Laimagen del correspondiente
morfismo I'g(1,a) — Aut(a/Ma & 0p/N) es finita y su niicleo estd dado por

o {[t enins Y= ] (i 2]))

El grupo I'(7, a) es, pues, normal en I'g(1,a) y de indice finito. Ademds, la condicién
c € Ma~! implica que T'(M,a) C To(N,a). Un subgrupo I' C GL3 (F) se dice de
congruencia, si existen ideales a,a’ y 9,0 C op y A € GL; (F) tales que

A7 Ty(M,a)A DT D T(W,d) .
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Los grupos I'g(91, a) son subgrupos de congruencia. Se puede demostrar que la clase
de subgrupos de congruencia es cerrada por conjugaciéon en GL (F) y que todos los
subgrupos de congruencia son conmensurables entre si.?

En general, si I' C GLJ (F) es conmensurable con T'y(1, 1) (y, por lo tanto, con todo
subgrupo de congruencia), entonces el cociente I'\h™ es una variedad no compacta y de
volumen finito. Si IV C T es un subgrupo de indice finito, entonces*

p(I\B") = [T 17| u(T\D") -

[11.2.  Formas modulares para subgrupos de congruencia

Entenderemos por peso un vector k = (ki, ..., k,) € (Z>2)" tal que k; = k; (mod 2).
Dado un peso k, definimos
ko — k;

Definicién ITI.1. Sea k un peso y sea J; : GLy(R) x b* — C el factor de automorfia

(v, 2)"
Ji(v,2) = det (y)mitkieT (II1.2.2)

Dado un subgrupo I' € GLj (F), una funcién f : h* — C (n > 1) se dice de peso k
mwvariante para T, si, para toda v € T, satisface

flvz) = <H Jz’(%zi)> f(z),
i=1
donde z = (21, ..., z,) € b y v € GLa(R) es la matriz que se obtiene aplicando la
1-ésima inmersion a las coordenadas de .
Las funciones J; verifican
Ji(v'2) = Ji(v,7'2) Ji(v', 2) (M1.2.3)
para todo z € h" y todas 7,7 € GLy(R).

Definicién IIL.2. Dada una matriz v € GL3 (F'), definimos el operador de peso k
actuando en una funcién f: h” — C como

(f] ) (2) = (H Jz-(%,z@-)l) f(v2) . (I11.2.4)

3Ver [17, Ch. I, § 3] para una idea de la demostracién.
418, Ch. 1V, § 1]
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Entonces, una funcion f es de peso k invariante para un subgrupo de congruencia
I, si f‘ky = f para toda matriz v € I' y la relacién (I11.2.3) implica que (f|k7) }ky’ =

L(77') - En particular, si f es invariante de peso k para un subgrupo I', entonces f | LA
es de peso k invariante para el conjugado A7'T'A.

Observacién II1.3. Un comentario acerca de la eleccién de los factores (II1.2.2). Si
' € GLJ(F) es un subgrupo de congruencia, entonces I' contiene un subgrupo de
indice finito en el grupo de unidades del cuerpo: especificamente, |0 : ' Nog| < oo,
identificando x € F'* con [* .| € GLy(F) . Consideremos la siguiente variacién de la
Definicién II1.1. Llamamos peso a un par (k,m), donde k € Z" y m € R" y definimos
una accién a derecha de GLj (F) en funciones f : h™ — C torcida por un peso (k,m):
dada v € GL] (F) y 2z € b,

()t = (TT %42

P %, zi)k

k +m;—1

)f(7-2>-

Los elementos centrales = = [*,] E F * actuan por multiplicacién por escalares:
f‘kmx = gE+2m)=2L £ " donde () =[] 2 y 1 = (1, ..., 1) es el vector de

peso 1 en todas las componentes. Decimos que f es de peso (k,m) invariante para T,
si f’kmfy = f para toda v € I'. Recuperamos la Definicién III.1 eligiendo m; = @,
con E’; = max; k; y recuperamos la definicién usual mencionada en la introduccion,
determinada por la regla de transformacién (1.0.1), tomando m; = 1 — % Notamos
que, en ambos casos, x € F'* actia por multiplicaciéon por una potencia de la norma
Nmp/g(x), pues el valor de k; + 2m; es independiente de de la inmersién i. Un peso
(k,m) tal que k; + 2m; no depende de i se dice razonable.”

En general, dados un subgrupo de congruencia I y un peso (k,m), las tnicas fun-
ciones de peso (k,m) invariantes para I' son las funciones nulas, a menos que el peso

sea razonable; esto es consecuencia de que, si f‘ wm? = f para toda v € ' con f # 0,
entonces e5T2m =21 — 1 para toda unidad € € U = I'N o} , pero |0} : U| < oo implica
que U es un subgrupo de rango méximo en o5 y esto, a su vez, fuerza que el valor
k; + 2m; sea independiente de 7.

Dos pesos razonables (k, m) y (k, m’) asociados al mismo vector de enteros k difieren
en un vector constante m —m’' = h-1, con h € R. Si v € GLJ (F), la relacién entre las
correspondientes acciones a derecha esta dada por:

Flymenay = Nm(det 7)" f|, v

En particular, siy € I" entonces det () € 0, y sunormaes 1, con lo que las definiciones
de invarianza para un subgrupo de congruencia I' no se ve modificada por aplicar una

SVer [9].
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traslacion constante a la componente m del peso. Al pasar a la interpretacion adélica
(§ II1.4), podremos observar que los espacios de formas modulares asociados a pesos
(k,m) y (k,m') son isomorfos; desde un punto de vista analitico, no habré razén para
preferir uno sobre el otro.

La diferencia surge del lado algebraico, al observar que los subgrupos de con-
gruencia contienen matrices de la forma [ ;] , donde ¢ es cualquier unidad totalmen-
te positiva perteneciente a cierto subgrupo de indice finito (rango méximo) en ofﬂ, n
dependiendo del subgrupo de congruencia. Por ejemplo, supongamos que f verifica

fly-z) = (H?l %) f(2) , para toda v € T', entonces, para toda unidad to-

talmente positiva € perteneciente a un subgrupo de indice finito en 0; +, la ecuacién
funcional es f(cz) = €%/ f(2) ; si Is enteros k; son impares, aparecen raices cuadradas
de estas unidades. Si queremos “corregir” esto, necesitamos elegir h tal que k;/2+h € Z
para todo 7; y esto solo se puede hacer, si los k; tienen todos la misma paridad. Podemos
tomar h = ko/2 — 1 (y obtenemos el factor en la Definicién I11.1) o una traslacién de
éste por cualquier entero t: (ko/2 — 1) + t. Esto corresponde a tomar pesos de la forma
(k,m), con m; = @ +t, t € Z independiente de i. La ecuacion funcional que cumple
f se lee

fle2) = (H ei‘(koﬁ“)) 1)

Con cualquier eleccién de entero t (y h = ko/2 — 1 + t), los vectores m son enteros;
tomando ¢ = 0, se consigue que, ademds, m; > 0 para todo ¢ y m; = 0 para, al menos,
algun j.

6

De ahora en adelante, a menos que indiquemos otra cosa, consideraremos funciones
invariantes en el sentido de la Definicion I111.1.

Al igual que las formas modulares elipticas, las funciones holomorfas que satisfacen
esta condicién de invarianza también admiten desarrollos en series de Fourier. Para
poder entender esto, necesitamos analizar el grupo de isotropia de la cispide en infinito.
Nos restringimos, en primer lugar, al caso I' = T'o(N, a).

Sea oo = [1 : 0] € P}(F). Entonces una matriz v = [2 Y] deja fija la ctspide oo
exactamente cuando ¢ = 0. En particular,

Ly ) — {[a Z} ca,d€op, bea, adeofm} ,

cuyos elementos actian por z +— €z + p, donde 1 € a y € es una unidad totalmente
positiva del anillo de enteros de F. En general, si I' C GLj (F) es un subgrupo de

6Ver [9] para una discusién mds detallada de los pesos.
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congruencia, entonces existe un reticulo M C F' y existe un subgrupo de unidades
totalmente positivas V' C 0; , de rango maximo, n — 1, que preservan M y tales que”

GM,V) = { [6 /ﬂ :peM,eeV} cr
El subgrupo G(M, V') es isomorfo al producto semidirecto M x V' y es un subgrupo del
grupo de isotropia I'y,. El grupo V' podria ser un subgrupo propio del grupo completo de
elementos de F' (necesariamente unidades) totalmente positivos que preservan el reticulo
M. Esto es consecuencia de la conmensurabilidad de los subgrupos de congruencia. Toda
funcion f : h™ — C de peso k invariante para I' es, pues, invariante por las traslaciones
2+ z + p en un reticulo M y admitird, en consecuencia, una expansion de Fourier:

f2) = > a(f) e (I11.2.5)

veM+

donde Tr(vz) := v121 + -+ + V2, ¥ la suma se realiza sobre el reticulo dual de M
respecto de la forma traza. Nos referiremos a los coeficientes a, = a,(f) como los
coeficientes de Fourier de f. Diremos que f es holomorfa en oo, si a,(f) # 0 implica
v>0o0v=0yque se anula en oo, si, ademas, ao(f) = 0.

Observaciéon I11.4 (El reticulo dual M*). Recordemos que los elementos de F se
pueden ver como vectores en R™ via p— (pq, ..., in). A través de esta identificacion,
los ideales de F' pasan a ser reticulos en R” y, dados u, v € F, la traza Tr : F' — Q del
producto vu estd dada por Tr(vp) = vy + -+ + Uity , es decir, el producto interno
usual de los vectores correspondientes a v y a u. El reticulo dual a a es entonces:

M+ ={veF : Tr(vy) € ZVp € M} .
Si M = a, entonces at = a~'07!, donde 0 = (0}) ! es el diferente (absoluto) de F.

Hemos visto que el grupo de isotropia de la ctispide en infinito consta de dos partes:
traslaciones z — 2z + p por elementos p de un reticulo en F' y homotecias z +— €z
por unidades totalmente positivas. Hasta ahora, solamente hemos analizado las conse-
cuencias de la invarianza por traslaciones. La presencia de las unidades juega un papel
importante en la teoria de formas de Hilbert:

Teorema IIL.5. Sea M un reticulo (completo) en F' y sea V. C op, un subgrupo de
unidades totalmente positivas, de rango mdzrimo, tales que eM = M. Si f : b — C es
una funcion holomorfa tal que f|kfy = f para toda matriz v de la forma

=

con pe M yeeV, entonces

"Ver [17, Ch. 1.3] o [18, Ch. IL.1].
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(i) ave(f) = (IT, € ") a,(f) para todov € M* ye€ V;
(ii) a,(f) #0=v=00v>0 .

2miTr (vz)

Si tomamos y = {E 1} , entonces f(z) =) oy ave y

<f|k7 (H mi+ki— ) Z aV€27riTr(1/ez) :

veMLt

de donde se deduce (i), comparando los coeficientes de Fourier (ve € M+). Para probar
(ii), supongamos que v € M~ es tal que vy < 0. Dado que V es de rango n — 1, existe
e € Vcon0 < ¢ <1paraj# 1y, necesariamente, ¢; > 1. Evaluando en i, como la serie
de Fourier de f es absolutamente convergente, también lo es > .| a@,em 2 @)
Pero, por (i), -

n
; ms m ms; +k; -1 _ m
§ ‘al,em 627rzTr(Ve 1)| E |ay| ( 61 i )> e 2 Tr (ve™) )

m>1 m>1

Fijada alguna constante 6 > 0 tal que § < |1/1|, para m suficientemente grande, se
cumple Tr(ve™) < €]* (11 + 6) . En particular, el término general de la serie diverge, a
menos que a, sea nulo.

Observacion II1.6. Podemos expresar (i) de la siguiente manera: toda funcién holo-
morfa f : h — C (n > 1) de peso k invariante para I' es autométicamente holomorfa
en 0o. Este es el denominado principio de Koecher.

Definicién II1.7. Sea I' C GLJ (F) un subgrupo de congruencia. Emulando la defi-
nicion de forma modular eliptica, decimos que una funcién f : h® — C es una forma
modular de Hilbert de peso k para T', si es holomorfa y satisface:

(i) f es de peso k invariante para I' y
(ii) f’kA es holomorfa en oo para toda A € GLj (F).

Denotamos por M, (I") el espacio de formas modulares de peso k para I.

Observacion III.8. La condicién (i) de la definicién anterior tiene sentido: si I' es de
congruencia, A7'T'A ~ T para toda A € GLJ (F) y la transformada f}kA admite un
desarrollo de Fourier en co. Pero, por la misma razén, el principio de Koecher es vélido
para el conjugado y la condicién (7i) es redundante.

Definicién II1.9. Una forma modular f de peso k invariante para [' se dice forma
cuspidal, si f’kA se anula en oo para toda matriz A € GL3 (F), es decir, el coeficiente
ao ( f ‘ kA) de la correspondiente expansién de Fourier es nulo. Las formas cuspidales

constituyen un subespacio de M, (I'), el cual serd denotado por S, (I").
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Si I' = ['y(MNM, a), escribimos M, (N, a) y S, (91, a) en lugar de M, (I'((M,a)) y de
S, (To(M, a)), respectivamente.

Observacién II1.10. Decimos que el peso k£ de una forma modular es paralelo, si
k= (k, ..., k) para algin entero k. Del item (i) con v = 0 se deduce que, si el peso no
es paralelo, entonces toda forma es cuspidal.

Teorema III.11. El espacio de formas modulares M, (') es de dimension finita.

Demostracion. Ver [2], [17, § 1.6 y Ch. II] o [18]. O

[11.3.  Producto interno de formas cuspidales

Dado z € b, definimos Im(z)% := [, Im(z;)* . Sea I' C GLJ (F) un subgrupo de
congruencia y sea f € M, (I'). Definimos una funcién

©(2) == f(z)Im(z)"? (I11.3.1)

y vemos que, si vy € I

. ’YZ?ZZ " 1%2
w<vz>—(Hdet ) FOTT e

(Vi )|

- (M (223)") rommior

En particular, como det (y) € o5, , Nm(det ) =1y |¢(2)] es constante en las 6rbitas
de I" en h™. Entonces |¢(z)| define una funcién continua en el cociente I'\h™.
Sean f,g € S, (I') dos formas cuspidales y sean ¢; y ¢, las funciones asociadas a

fyagpor (IIL3.1). El producto ¢;p, = f(2)g(z) Im(z)% es I'-invariante y acotado en
h™. Definimos

e = [ G ) (111.3.2)

r\p"

donde dp es la medida invariante (II1.1.2). Con respecto a esta medida, I'\h" tiene
volumen finito y la integral anterior define un producto interno en el espacio S (I')
de formas cuspidales que llamamos producto interno de Petersson.® En particular, las
formas cuspidales son de cuadrado integrable:

/ £ (2)PIm(2)[Fdp < oo .
g

8[17, Ch. 1I]
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Proposicién I11.12. Sean I C T subgrupos de congruencia y sea A € GL3 (F).
(i) sifeS,(T)ygeS, (AT A), entonces

<f‘EA7 g>A71FA = <f7 g}EAL>F
donde A* = (det A) A™;
(ii) si f,g € S ('), entonces f,g € S, (I") y

<fa g)f" - |F : 1—‘,| <f7 g)F

(iii) si f € S (), g € S, ") y ' = |, I'0; es una descomposicion en coclases,
entonces h =", g| 6 € S, (') y

{(f:h)r = (f,9)r

Demostracion. Es analoga al caso de formas modulares sobre Q. Se puede consultar,
por ejemplo, [13, §§ 5.4 y 5.5]. O

[11.4. Formas modulares de nivel )t

Hemos mencionado al comienzo de esta seccién que un orden de Eichler O C
Mayo(F') de nivel 91 tiene asociada cierta variedad Yy(91). Esta variedad no es co-
nexa, pero es una unién disjunta de componentes conexas Yy(9, a) indexadas por el
grupo de clases estrictas del cuerpo F'. En general, dado un subgrupo de congruencia
I' C GL§ (F), la variedad Y (I') = I'\h™ no es compacta, pero es posible compactificarla
agregando una cantidad finita de puntos, que hemos denominado cuspides. A diferen-
cia de lo que sucede con las formas modulares elipticas, la holomorfia en las cispides
estd garantizada por el principio de Koecher; pero esto no les resta importancia. La
existencia de estas cuspides la hemos relacionado con la existencia de expansiones de
Fourier para las formas f € M, (I'). Finalmente, estas expansiones nos han permitido
identificar los subespacios S, (T').

Definicién I11.13. Una forma de Hilbert de peso k y nivel 1 es una funcién
f i (05" x (GLo(F)/0*) — C

holomorfa en la primera variable y localmente constante en la segunda tal que f ‘ =1
para toda matriz v € GLy(F'), donde -

U det ()Rt .
(f])(za (H det ()" )f(vz,v&@x) (ITL.4.1)

pieal %, zi)k
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y los valores m; estan dados por (II1.2.1). Denotamos este espacio por M, (91). Como

det (,Yi)ki+mi -1
k.

en las secciones anteriores, usaremos la notacion J;(y;, z;) = T
1971

Observacion 111.14. En relacién con la Observacién 111.3, podemos definir, més en
general, f‘k .,y bor la misma expresion (IT1.4.1), pero con k € Z™ y m € R™ arbitrarios,

y My, () como el espacio de aquellas funciones que cumplen f‘ w) = [ siempre

que v € GLy(F). Este espacio es trivial, a menos que (k,m) sea un peso razonable. Si
h € R, entonces

Flymenay = Nm(det 3)" f|, v,

con lo cual, si f € M, (M), la funcién flz,00%) = (sgn(Im z) |det &]AF)hf(z,a@X)
verifica

3 ~/AX iy 2 ~AX
Frz,480%) = (san(Nm(det 1)) [det 7ols, ) (H e Zﬂm_l)f(z,ao )

71721 3 ~A
= Nm(det v (H det (7 k+mz_1) f(z,@0*) ,

donde o denota la proyeccién de v a GLy(F). Es decir, f — f es una biyeccién entre
Mg ) Y My iy ().

Counsideraremos exclusivamente formas de Hilbert en el sentido de la Definicion I11.13.

Proposicion II1.15. Existe un isomorfismo

N ~ P M, (MNa) , (I11.4.2)

donde a recorre un sistema de representantes de las clases estrictas en C17(F).

Demostracion. En primer lugar, por el Corolario I1.31, la norma reducida induce una
biyeccién

GL{ (F)\GLy(F)/O* ~ FX\F*/op* ~ CI*(F) .

Eligiendo un sistema de representantes {a} de las clases estrictas de F, via (II1.1.5) y
(II1.1.6) queda determinado un conjunto {a}, que constituye un sistema de represen-
tantes de las clases en GL} (F)\GLy(F)/O* | en correspondencia con {a}. En conse-
cuencia, dada @' € GLy(F), existen un representante & y una matriz v € GL} (F) tales
que yao’ O* =a0* . En segundo lugar, notamos que, por la Observacién 11.22, existen
matrices p1, ..., p, € GLy(F) tales que det (1;(p;)) > 0 para i # j y det (¢;(p;)) <O .
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Usando estas matrices, podemos ver que toda f € M, (M) estda determinada por los
valores que toma en el producto de los semiplanos superiores ™. De estas dos observa-
ciones, se deduce que f € M, () estd determinada por los valores que toma en pares

(2, a@x), con z € h” y @ tomado del conjunto de representantes {a},.
Ahora, dada f € M, (M) y uno de los representantes a, sea f, : h”" — C la funcién

fa(2) = flz,00%) .

Esta funcién f, es holomorfa, porque f lo esy, si v € I'o(I, a), entonces

(fali)(2) = (H Jz-mzi)l) f(r2,80%) = (f],7)(z,77160%)
= (f],7)(2,60%) = f(z,a0") = fulz) .

La aplicacién f +— f, es lineal e induce una transformacién M, (M) — @, M, (N, a) .
El argumento del parrafo anterior muestra que f — (f,)q es inyectiva. Reciprocamente,

dadas f, € M, (M, a), las condiciones

f(2,80%) = fu(z) sizeb" y
floy=1F  siyeGLy(F)

determinan univocamente una funcién f : (h*)" x (GLQ(F\)/(/O\X) — C . Veamos esto:
si (z,0/0%) € (h*)" x GLy(F)/O* , podemos tomar algtin producto de las matrices
pj, lamémoslo p, de manera que p z € h”. Ahora, porque {a}, es un sistema de repre-
sentantes de GLS (F)\GLy(F)/O* | existen v € GL} (F) y @ en dicho conjunto, tales
que Wp@’@x = a0 . Entonces f(z,é?’@x) es igual a f(vpz,é?@x), médulo alguna
constante. Esta funcion es una forma modular de Hilbert: es holomorfa en la primera
variable porque las f, lo son, es localmente constante porque, dado @', es constante en
el entorno &'O* y verifica, por definicién, la condicion de invarianza. H

Definicién III.16. Una forma de Hilbert f = (fq)a € M, (M) es una forma cuspidal,
sifo €8, (M, a) para cada representante a de las clases estrictas de F'. El subespacio
de formas cuspidales lo denotamos S, (91) y vale

S, (M) ~ P S, (M) . (I11.4.3)

Observacién II1.17. Teniendo en cuenta el isomorfismo (I111.4.3), se podria definir un

producto interno en S, (M) por (f, g) = >, (fa; ga)a , donde (-, -)a = (-, )ry(n,q) - Pero
esta expresion depende de los representantes {a}. Si {a,} es otra eleccién y [a;] = [a],
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X

entonces existen va., € GLI(F) que verifican 6,0% = Ve 1 @aO* ? En particular,

det (7Vqq,) a1 = a y, por la Proposicién I11.12 (i),

<fu1>ga1>a1 = <fa‘k7a,a1aga|ﬁ7a,a1>u1 = Nm(det (%l,al))k()iQ <faaga>a .

Para obtener un producto invariante, se debe definir

(f.9) =Y N@" 2 (fu, ga)a - (I11.4.4)

Esta definicion quedara mejor justificada una vez realizada la interpretacién automorfa
de las formas de Hilbert (§ I11.5.1).

Sea f € M, (91). Cada componente f, admite un desarrollo de Fourier, que, por el
Teorema IIL.5, es de la forma

fa(Z> — aO(fa) + Z au(fa) e2miTr(vz)

val, >0

Los coeficientes de f, verifican a,..(fs) = ([, em’*k"_l) a,(fs) , para toda unidad

7
totalmente positiva € € oy, . En particular, el valor de la expresién

&, fo) = <1j u{”i*’“) h a,(fa) (I11.4.5)

es invariante por multiplicar v por una unidad totalmente positiva.

Por otro lado, como el conjunto {a} es un sistema de representantes del grupo de
clases estrictas de F', el conjunto {ad} (donde ? denota el diferente de F') también lo es.
Dado un ideal fraccionario m de op, existe un tinico representante a tal que [m] = [ad]
en CI"(F), es decir, existe v > 0 tal que m = vad. Si m es integro, vad C op, de lo que
se deduce que v € (ad)~! = at. Definimos, entonces, una funcién en ideales

o(m, f) = {é(u, fao) sim=v-ad (veat, v>>0) | (I11.4.6)

0 si m no es integro

Llamamos coeficientes de Fourier de f a los valores de esta funcién [46]. Dado que
c(ve, fa) = C(v, fu), si € € o, , los coeficientes de Fourier estan bien definidos.

9Si A\gq, € F} verifica Aq,q, 01 = a, podemos elegir la matriz diagonal [)“““1 J .
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[11.5. Funciones en los adeles

A continuacién enunciamos la correspondencia entre formas modulares de Hilbert
y formas automorfas en el grupo GLs(Ap). Su demostracién es andloga a la de la
Proposicién 1.2. Para cada lugar arquimediano v € VE, definimos K, = SO(2). El
producto K, = Hvevgg K, es el subgrupo compacto y conexo maximal del estabilizador

del punto i = (v/—1, ..., vV/=1) € ()" por la accién de GLy(R)"™.

Proposicién III.18. La aplicacion f — ¢; que a una forma de Hilbert cuspidal le
asigna la funcion

¢mhﬁw=01m%¢ﬁrﬁﬂ%4@@w (I15.1)

determina una correspondencia entre el espacio S, (M) y el espacio de funciones ¢ :
GL2(Ar) — C que cumplen con:

(i) o(vg) = d(g) para toda v € GLy(F);
(ii) d(g8) = ¢(g) si B € O =[], OF ;
(iii) ¢(gh) =TIr_, eV~ % ¢(g) sih = (rq,, ..., 7,) € Koo ;

(i) o(rug) =TTy 720t sim = (|7 oo || ) ez

(v) ¢ es de crecimiento moderado: si @ C GLy(Ap) es un subconjunto compacto y
c > 0, existen constantes C' y N tales que

([ ) =ovr

para toda g € Q ya € Ay conla| > ¢;y

(vi) como funcién de GL3 (R)", ¢ es C™ y verifica la ecuacion diferencial

Ai¢:—§(5—1)¢7'

(DI

Teniendo en cuenta la correspondencia entre formas cuspidales y formas automorfas,
si f € &, (M), lamaremos también forma de Hilbert cuspidal a la correspondiente
funcién ¢, dada por (II1.5.1).

(vii) ¢ es cuspidal, es decir,

para casi todo g.
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I11.5.1.  Funciones de cuadrado integrable

Usando el lenguaje adélico, definimos un producto interno (f, g) para formas cus-
pidales. Fijamos un sistema de representantes {a} del grupo de clases estrictas de F' y
denotamos por @ las matrices dadas por (II1.1.6).

Si bien, puede parecer natural definir un producto interno usando el isomorfismo
(II1.4.3) y la expresién (I11.3.2) para los grupos I'o(91, a), una definicién asi dependeria
del sistema de representantes de C1* (F') que parametriza las componentes de la variedad
Yo (D). Para llegar a una definiciéon adecuada, observamos, en primer lugar, que dicha
parametrizacién estd relacionada con una descomposicién similar del grupo GLs(Ag).
Por aproximacién fuerte (ver también § IV.1),

GLy(Ap) = | | Z(Ap) GLy(F) GL (R)" GO* .

Entonces hay una identificacion

Z(AF) GLy(F)\GLa(Ap) /KocO* ~ | | To(M, a)\b" = Yo(N) . (111.5.2)

En segundo lugar, para cada representante a, si f,g € S, (M) el producto interno
(fa, ga)a se define en términos de una integral sobre la componente correspondiente
de la variedad Y5(). Del lado adélico, teniendo en cuenta la identificacién (II11.5.2),
debemos poder integrar sobre el cociente Z(Ar) GLa(F)\GL2(Ar) . El problema es que,
si bien las funciones ¢ y ¢, son invariantes por GLy(F'), no es obvio cémo obtener a
partir de ellas un integrando definido médulo el centro Z(Ap).

Sea f € S, (M) y sea ¢ = ¢y la funcién definida por (I11.5.1). Segtn el item (iv) de la

Proposicién I11.18, sabemos que ¢(To0g) = (H?:l Tik0_2> (9) , si Too € Z(R) = (R™)™.
Pero no hemos dicho nada acerca de como afecta multiplicar por un elemento central
de la parte no arquimediana. Para poder describir esta accion, definimos, para cada

T € Z(Ap) y cada ¢, una funcién p(7)¢ por

(p(T)0)(9) = I, ¢(rg) .

donde |7|4, denota el valor absoluto del adele 7.0

Sea {@} C F* un sistema de representantes de las clases en CI*(F) y sea 7 € F*,
Existen A € F, 7 € 05 y un representante a tales que 7 = A\gar, donde )\ denota
la parte finita de A. La parte arquimediana la denotamos A... Entonces, dado que

—~ X

or" C O NZAr) , $(Ag) = 6(g) = $(g7), [May = 1 = [Flay ¥ A > 0, podemos

YRecordemos que este valor absoluto estd dado por |7]s, = ], |7u|v, donde | - |, denota el valor
absoluto en la completacion F,.
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deducir que

(0(F)9) (9) = [N, p(N\oarg) = [Aeclo2[al, "0 p(ANLagT)
= Nm(\)[*2a], %7 o(\Lag) = sgn(Nm(\) =2 (G|, "7 ¢(ag)
= (p(@)9)(9) -

Si llamamos X (Too) = [[}; sgn(7:)*~2 | entonces, dado 7 = (74, 7), vale que p(7) =
Xoo(Too)p(T) . De lo anterior, se deduce que la restriccién de p a la parte finita ks es, en
otras palabras, una representacién del grupo abeliano finito C1*(F). Podemos concluir
que S, (N) se descompone como suma directa de subrepresentaciones irreducibles, cada
una de grado 1:'!

S.(M =P S, Nw) , (IIL5.3)
donde w : A — C* es el cuasicardcter w = |- |Z‘;_2 Xoo X0 » Xo recorre los caracteres del

grupo CIT(F) y

S, (Mw) = {6 €8, : dlrg) =w(r) - 6lg) ,si T € L(Ar)} .

Notamos que |w| = ]-\f@” y que [w|'w = xooXo @ AR — ST es un cardcter de A} trivial

en F* y en oy . En general, escribiremos y para denotar dicho cardcter. Si 7 € ks y
t=70r N F es el ideal fraccionario determinado por 7, podemos definir

A~

Xt = x(7) v wt) = w@).

El valor de x(t) depende tinicamente de la clase de t en C17(F) y |w(t)| = N(t)~(ko=2) |
donde N(t) denota la norma del ideal.

Dado un cuasicaracter w : Ay — C* (trivial en F*), escribimos f € S, (M, w),
si f € 8, (M) es tal que ¢y € S, (M, w). Denotamos por L?(GLy(F)\GLy(Ap),w) el
espacio de funciones medibles ¢ : GLy(Ar) — C* tales que:!'?

(i) ¢(rg) = w(7) - ¢(g) para todo 7 € Z(Ap),

(i) ¢(vg) = ¢(g) para toda v € GLy(F) y

(iii) ¢ es de cuadrado integrable mddulo el centro, es decir,

/ fo(det g)| ' olg)Pdg < oo
Z(Ap) GL2(F)\GL2(AF)

"Ver, por ejemplo, [16] o [41]
12Comparar con [3, Ch. 3]
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Stw=1v¢ -xysifeS, (Muw), entonces ¢ = ¢, pertenece a este espacio; lo tnico
que hay que verificar es la dltima condicién. Para ver esto, sean f, las componentes
dadas por el isomorfismo (I11.4.3). El integrando |w(det (g))|~*|¢(g)|? es invariante por
la accion del centro, es decir, por p, con lo cual, la integral anterior estd bien definida.
Llamemos temporariamente YA(OX) a la componente

Ya(0X) = Z(Ap) GLy(F) GL} (R)" @O

de GLy(Ap). Con g, € GL (R)*, @ variando en O, df y di las medidas que cumplen
dA(SO(2)") =1y du(O*) =1 y usando la descomposicién de Iwasawa (1.1.2),

/ fldet (90| 6(gns A g
Z(Ar) GL2(F)\Y5(0X)

1 1/2

" Tol@) /MF)GM S Ry 1(0).6)| dp o d

_ o2
= N(a)k~2 / |fa(x+y1)‘ yEdu .
o (9M,a)\GLF (R)"/Z(R) SO(2)"

Pero este ultimo término es finito, porque la forma cuspidal f, es de cuadrado integrable.
Esto demuestra que ¢y pertenece al espacio L?(GLy(F)\GL2(Ar),w). En realidad, ¢ €
L3(GLy(F)\GL2(AF),w), el subespacio de funciones cuspidales.** El producto interno
en este espacio esta dado por

(,¢) = w(det g)| ™ d(g9)¢'(g) dg (IIL5.4)

/Z(AF) GL2(F)\GL2(AF)

Finalmente, observamos que ¢(goo,9) = Y, ¢(9sc, 9) [@@X](/g\) , donde [@@X] de-
nota la funcién caracteristica del conjunto aO*. De esto deducimos que, dadas f,g €
S, (M, w), se cumple

<fvg> ¢f7¢g Z N ko 2 fmga)

[11.5.2.  Una accién a derecha

Serd til, también, traducir y extender la definicién de los operadores de peso k
de M, (M) a funciones adélicas. Dada ¢ : GLy(Ar) — Cy (h,8) € GLy(Ap), con

h € GLy(R)™ y Be GLy(F ) definimos

(¢],,(h, B)) (900, @) = (H Ji(hi,\/—_n-l) d(goch™ ", @571 . (I11.5.5)

13Ver (vii) de la Proposicién I11.18
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Esta expresion define una accién del grupo GLQ(F\ ). La propiedad (ii) en la Proposi-
cion I11.18 se puede expresar entonces

¢|,(1,5) = ¢ (IIL.5.6)

para toda B\ € O*. Si una funcién ¢ cumple (II1.5.6) con B variando en algin subgrupo
K C GLy(F), decimos que es invariante a derecha por el grupo K.

Observacién III.19. En relacién con el producto interno, dado un idele finito 7 €
GLy(F) y dadas ¢,¢' € L*(GLy(F)\GLy(Ap),w), se deduce de (IIL5.4) y de (II1.5.5)

que
<¢|E(17%)a¢, lw(det )|~ 1 (¢, ¢| ’\—1)> - m«m ¢/‘@(17ﬁb)> ’

donde y = |w|™' w. La ultima igualdad es consecuencia de que el conjugado del idele 7

estd dado por 7 = det (7) 71

[11.6. Operadores de Hecke

Para cada nivel 91, se definen operadores de Hecke en el espacio S, (M) de formas de
Hilbert. Estos operadores son, esencialmente, operadores de convolucién en el espacio
de formas automorfas de nivel M para GLy,p. Es también posible dar una descripcion
puramente algebraica de estos operadores. Se empezard por esta segunda descripcion.

[11.6.1. Operadores en el espacio de formas automorfas

Sea O = Oy(N) el orden dado por la expresion (II1.1.4) y sea 7 € GLy(F F). El
grupo de unidades O* actda a izquierda en el conjunto O*7O* por multiplicacion.
En particular, eligiendo un sistema de representantes, {7;};, es posible descomponer

O*70* en una unién disjunta:
070" =| | 0% . (111.6.1)
Ahora bien, la multiplicacién (@, B\) — @ en G’LQ(A) es una aplicacién continua, las

traslaciones & — ozﬁ son homeomorfismos y el grupo de unidades O* es un subespacio
abierto y compacto. Por lo tanto, el conjunto O* 7O , producto de los compactos (’)X
7T(’)X es compacto y {OXWZ} es un cubrimiento por ablertos disjuntos. En consecuencia,
la unién (II1.6.1) es finita.

Dada una forma de Hilbert ¢ : GLy(Ap) — C (no necesariamente cuspidal) de peso
k y nivel M, se define una nueva funcién en GLy(Af) por la expresion

¢‘k[6><%@x](g’a) > (@], (1,7) Zfbgﬁ“l . (IT1.6.2)

7
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Como ¢ es invariante por la accion de O* a derecha, esta nueva funcién esta bien
definida en el sentido de que la suma es finita y no depende de los representantes T;
elegidos.

Proposicién I11.20. Sea ¢ : GLy(Ar) — C una funcidn con las propiedades (i) a (vi)
de la Proposicion 111.18 y sea ™ € GLQ(ﬁ). Entonces la funcién adélica qﬁ) [@X%@X]
k
también verifica (i) a (vi). Si, ademds, ¢ verifica (vii), es decir, es cuspidal, entonces
la nueva funcion también es cuspidal.
En otras palabras, ¢ — ¢ [@X%@X} define un operador en el espacio M, (M) de
. k

formas modulares de Hilbert que se restringe a un operador en el subespacio S, (M)
de formas cuspidales. Estos operadores también respetan la descomposicién (I11.5.3) en
términos de los cuasicaracteres w : Ay /F* — C*.

Demostracion. Sea ¢ : GLy(Ap) — C una funcién que satisface las propiedades (i) a
(vi) de IIL.18. Sea v € GLy(F'). Entonces

¢)k[5xﬂ5x](vgm@) = Z o(vg,vam; ') Z ¢(g,am; '),

de lo que se deduce que se cumple (i). Por otro lado, de (II.6.2), se deduce que la

aplicacion ¢ — gb‘ [@X%@X] solamente afecta las coordenadas no arquimedianas de ¢.
k

Por lo tanto, las p?opiedades (iii), (iv) y (vi) se preservan. En cuanto a (ii), si BeOx,
entonces

6|, J0RO"0,857) = 1 0l a5 ) = 3 0(0.6(mA) )

Pero el ConJunto {ﬂ,ﬁ} 81gue siendo un ConJunto de representantes de las clases en
OX\OXWOX , ya que mﬁ pertenece a (’)ijﬁ si y sélo si 7,7, ' pertenece a O y la

finitud de la descomposicién (I11.6.1) implica que la aplicacién myectlva O*F; > O Wiﬁ
sea, también, sobreyectiva. Por otra parte, la finitud de la sumatoria correspodiente

(II1.6.2) implica (v) y, si, ademds, ¢ cumple con (vii) entonces qﬁ) [0*70*] también
k

posee esta propiedad. B O

Observacién II1.21. Sea 7@ € GLy(F). Sea w un cuasicardcter de A% trivial en F* y
sean ¢, ¢' € §; (M, w). Entonces

(] [070°0.¢7) = lw(det )| (o,
= m<

[@x%—l(b\x]>

O 70)
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Esto se deduce de la expresion (I11.6.2) para el operador, de la Observacién I11.19,
elegiendo un sistema de representantes {7, }; tal que O*70* = | |. O*7;, = ||, m:O* ,
y de que w(det ) = w(det 7) para todo ¥ € O*7TO* .

Usando el isomorfismo de la Proposicién II1.18, se traducen las definiciones anterio-
res al contexto de formas de Hilbert cldsicas. Sea f € M, (M) una forma de Hilbert y
sea ¢y la funciéon adélica correspondiente. Entonces

o k[éxwo Z or(gam ") =) (H Jt(gt,\/—_l)_l) flg-i,a710%) .
- t=1

%

Se define una funcién 7% f = (h*)" x (GLg(ﬁ)/@X) — C por

(T=f)(z, a0 Z f(z, om’lO ) .

Entonces T;f es una forma de Hilbert también y f +— T:f define un operador en
M, (N). Por la Observacién I11.21, el adjunto del operador T3 esta dado por
T2 = x(det 7) T . (I11.6.3)

™

[11.6.2. Operadores de convolucién

Temporariamente, para no sobrecargar la notacion, denotamos My (F') por B. Las
combinaciones usuales mantienen el mismo significado, por ejemplo, B, = GLy(F},), en
este caso.

A continuacién reinterpretamos el operador asociado a O*7O0* como un operador
de convolucién. Para cada lugar finito v € VfF , sea du,’ una medida de Haar en B, .
Por ejemplo, para fijar alguna referencia, podemos suponer que du = du,/|nrd(x)|?,
donde du, es la medida de Haar en B, que cumple con |Oy(1),| =1, donde Oy(1) C B
es el orden maximal dado por (II1.1.3). Denotamos du* la medida de Haar [], du, en
B*.

Si 7 = (m,), € B, entonces

07707 = [[10;7.0)] .

Para todo lugar v salvo finitos, m, € O y OF = Oy(1).S para casi todo v, también. En
particular,

OXm,0F = OF = Oy(1)*

v
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para casi todo lugar finito v. Esto implica que, dada una forma modular ¢, la convolucién
¢ [0*70%|(g,a) = | ¢(g,aut) [0*FO](a) du* (111.6.4)

BX

esté definida. De la descomposicion (I11.6.1), se deduce que

donde la medida |O*7;| del trasladado es independiente de 7; ¢ igual a |O%| y, en
definitiva,
~ 1
O —

070" = —— ¢ % [0*707] . 111.6.5
. ‘OX’Cb [ ] ( )

Los operadores de convolucion [@ 0] %], se factorizan como producto de operadores
que actian en lugares distintos. Dado un lugar v y un elemento 7, € B, sea m, € B*,
el idele dado por (7,), = 1, si w # v, e igual a 7, en v. Dado @ € B*, escribimos
Trp = ¢’k[OX%OX] . Si T = (my)y, sean wy, ..., wy € V" los lugares finitos para los

cuales 7, & O 0 O # Og(1),. Para todo v € V{7, se cumple que

[ elganyan;
OX Ty OF

Siv # w, vale que T 0o Ty = Tr; o T , porque Tx v Tx; actian en coordenadas
distintas. Ademds, si v & {wy, ..., w}, T = id. Asi,

~ - 1
(Tﬂ )(gva) = |OX|

v

T%:T@\lo--- oT+— .

Twy

No volveremos a utilizar la notacién 7% para referirnos a estos operadores.

111.6.3. El algebra de Hecke

Sean p C op un ideal primo, p € op, un generador del ideal maximal y sea ™ =
[p 1] . Sea p € F* el idele (integro) dado por p, = 1, si v # p, e igual a p en p;

identificamos p con el correspondiente elemento del centro de B*. Sea 7 € B* el idele
dado por 7, =1, si v # p, e igual a 7 en p.
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Definicién I11.22. Llamaremos operadores de Hecke (en p) a los operadores
L=T vy S%=1 ((p,9) =1)

en M, (M). El dlgebra de Hecke de M, (M) es el algebra sobre C generada por el

conjunto {7y, Sp : p 1N} en Endc (M, (N)).** Los operadores de Hecke preservan los
espacios de formas cuspidales S, () y S, (M, w) para cada cuasicardcter w.

Sip y q son dos primos distintos, dado que actian en coordenadas distintas, los
operadores T, y T, conmutan. Los operadores S, conmutan con Tg, S, y también con
T,, porque D es central.

Para poder expresar el operador de Hecke T, como un operador de coclase doble,
es necesario hallar un conjunto de representantes de las clases @X\éx%\@x , con T
como en la Definicién I11.22. Como el tnico lugar en donde 7 no es trivial es el lugar
correspodiente al ideal primo p, sera suficiente hallar una descomposicion de Oy 7O,
como unién disjunta de conjuntos de la forma O, 3. Si p { N, entonces O, = GL(0r,)
y, tomando un sistema de representantes {b;}; de las clases i € op,/(p), se verifica

P _ L b P
af Joi- g ol ool
En cuanto a Sy, notamos simplemente que

i€opp/(p)
X p X X p
© { p}Op =9 { p]

Asi, si f € /\/lk( , entonces ( ) z a@x> = f(z,ap 1@X) _ En particular, si f €
S, (M, w), entonces S, f = w(p)~*- f.1°

Observacién II1.23. Dado p € op r, el idele 7 pertenece al anillo O. En particular, los
elementos de la coclase doble OXWOX pertenecen a (9 y sus normas reducidas pertenecen
apop . Reciprocamente, si T € O y nrd(Z) € por ", entonces zq € OF,siq#p,y, por
eliminacion, existen vy, wy, € GLa(0p) tales que v,z w, = 7 . En definitiva,

O*7O* = {ffe O : mrd(?) eﬁEEX} .

1413 definicién de operadores de Hecke se extiende a los primos divisores del nivel con algunas
modificaciones (ver [42], [34]).

15 En [46], Proposicién 2.1, se afirma algo en apariencia distinto: el autovalor de S, en una f
perteneciente a uno de los espacios andlogos a los que aqui denotamos S, (M,w) es w(p) en lugar de

w(p)~L. Esta discrepancia se debe a que nosotros hemos definido la accién de GLq (13) a derecha en
funciones por (b‘k(l, 7)(g,a) = ¢(g,ar 1) , mientras que Shimura define la accién con el conjugado 7
en lugar del inverso. Esta diferencia también aparecers mas adelante cuando describamos el efecto de

los operadores T}, en los coeficientes de Fourier (§ II1.6.5).
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Escribimos J(p) para referirnos a este conjunto y notamos que J(p) = O*ZO* para
cualquier elemento z € J(p). Definimos, también,

O(p) = O\3(p) .
Proposicién I11.24. Los operadores de Hecke T, y S, son normales, si p{N.

Demostracion. Notamos que, con 7 y p como en la Definicién 111.22, p* = p'y, por la
Observacion 111.23, O*7O* = O*FO* , lo que implica que T5 = Tp y que Tr = Tk.
De la expresién (IH.6.3), se deduce que

Sy = x(p)? Sp ¥ Tp* = x) T,
en cada componente S (M,w) (x = w| ™ w). O

Cada espacio S, (M, w) es de dimensién finita y la familia de operadores {Tp Cpt ‘ﬁ}
es una familia de operadores normales que conmutan entre si. Concluimos, entonces,
que existen bases ortogonales para los espacios de formas cuspidales conformadas por
autofunciones para todos los operadores T}, con p que no divide al nivel.

I11.6.4.  Relacién con el isomorfismo (I11.4.2)

Supongamos elegidos un sistema de representantes {a} de las clases estrictas de
F,d € F* tales que a = dor N F y elementos & como en (II1.1.6), de manera que
nrd(a) = a. Dado un representante a, definimos:

Oy = @0a™", Oy = Oy N Maya(F) y Dy = To(M,a) = OF N GLI(F) .

Sean a un representante, p un primo que no divide al nivel 91 de O y b el ideal en el
mismo conjunto de representantes de las clases estrictas tal que [b] = [a][p] ! en CIT(F).
Sean b y B el idele y la matriz correspondientes al ideal b. Para cada representante 7 de
las érbitas en J(p), se cumple que [nrd(a7 )] = [a][p]~" = [b] . Por el Corolario IL.31,
existe v € GLF(F) tal que a7'0* = 4y130* . Dada f € M, (M), la forma T,f
estd determinada por sus proyecciones en cada uno de los espacios M, (M, a). De lo
mencionado anteriormente y de la invarianza de f, se deduce que

(T,f).(2) = (T,f)(z,a0) Z f(z,a77'0%) = Z flz,y 1BOX)

-y (U Ji(%,zi)l) 162,805 = 3 ()=

donde 7 recorre un sistema de representantes de O(p). Es decir, esencialmente, los
operadores de Hecke permutan las componentes de una forma de Hilbert. Esto justifica
considerar conjuntamente todas las variedades Yy(, a).
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Observacion II1.25. Dados a y b como arriba, sea
I(P)as = {5 € GLI(F) : f0a € Oy det (§)a = bp} .

Llamemos 7; a los representantes de ©(p) y =; a las matrices correspondientes en
GL3 (F). Las matrices § € GL;A(F) que verifican az'0* = 7 'SO* para algin
T € J(p) son aquellas tales que f~'da € J(p) , es decir, por la Observacién II1.23,
p~16a € Oy det (§)a = bp. Es decir,

3(p)ap = BI(p)a" N GLy (F) .
Las matrices 7; pertencen a este conjunto. Si 6 € J(p)qp, existe un representante 7; tal
que B~10a € O*7;. Pero B~1v;a también pertenece a esta clase, lo que implica que

Reciprocamente, si 7' € I'y, entonces 3’17/%& e O~ 3’1%& , que estd contenido en el
conjunto J(p). En definitiva,

J(P)ap = UFb% -

La Proposicion 111.26 garantiza que esta union es, en realidad, disjunta e igual a una
coclase doble en GLj (F).

Proposicién I11.26. Sea p + M un ideal primo. Sean a y b dos representantes de las
clases estrictas de F tales que [a][p]™' = [b]. Sea {7;}; un sistema de representantes de

las clases en O*\O*7O* y, para cada i, sea y; € GL} (F) tal que aﬁfléx = %_IB@X .
Entonces

j(p)a,b = |_| Fb%’ = Fb'}/ra ;

donde v es cualquier elemento en el conjunto J(p)qp-
Demostracion. Ver [35, Thm. 5.3.5] para el caso F' = Q, o bien [44, Propo. 2.3]. ]

Reciprocamente, dada cualquier v € J(p)qp, si {7:}: es un sistema de representantes
de las clases en [y\['\yT's , entonces {7; = 3~'y,a}; es un sistema de representantes
de las clases en @X\@X%@\X . Dicho de otra manera, el grupo de unidades I', actia a
izquierda en J(p)qp v la Proposicién I11.26 afirma que la aplicacion J(p)qe — I(p) dada
por 0 B ~16a induce una biyeccién

C\T(P)ap — 6X\3(P) :

Denotamos por ©(p)yp €l conjunto de érbitas I'y\T(p)qp-
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Observacién II1.27. Los operadores de Hecke T}, : M, (M) — M, (M) actian por
bloques permutando los sumandos de la descomposmlon (III 4.2). Dado un ideal primo
p 19 eideales a y b tales que [b] = [a][p] ™ en CI*(F), definimos

(Tp)ap + My (91,0) — M, (91, a)

por

(et = D fliys (I11.6.6)

'Ye@(p)a,b
Entonces, dada f = (fs)a € M, (91), se cumple (Tpf)a = (T})anfo - El operador T,

actiia como la matriz de operadores [(T )a b} donde a y b recorren los representantes
p/a, a7b’

de las clases estrictas de F''y (T})ap es el operdor definido por (II1.6.6), si [a] = [bp],
y es igual a cero, en otro caso. En términos de una descomposicién I'yyI'y = ||, Tei »

vale que (Ty)apf = f’k[FwFa] , donde

’ NI Z fly - (I11.6.7)

[11.6.5. Relacidon con los coeficientes de Fourier

Nuevamemnte, supongamos dados un sistema de representantes {a} de las clases
estrictas de F' y elementos @ y @ como en § I11.6.4. A continuacién describimos la
accién de los operadores T; en términos de los coeficientes de Fourier de f € S, (M, w)

(definidos por (II1.4.6)).
Elegimos un sistema de representantes {x;}; C op del cuerpo residual op/p. Asi,

Wl By

es un sistema de representantes de Oy'wO,‘ por la accion a izquierda de Oy, como en
la Seccion § II1.6.3. Identificamos estos elementos con sus imagenes por la mCIusién en
GL2(F) y prescindimos de la notacién - para indicar la parte finita. Notamos que

1-1
a 1z 1 |pa —azx;
i i e

y afirmamos que la matriz del lado derecho se puede descomponer de la siguiente manera

pa —az;|  [X —wo] [d ] [u v]  [Aed'u Aoa'v — g
e o T T S I B

donde A, 1o son las partes finitas de ciertos A € F' y u € F', respectivamente, u € op
y v € ox. Por un lado, existe un tinico representante a’ tal que [pa] = [o’]. En particular,
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existen A € FIl yu € or " tales que pa = \oa’u, donde a’ es el idele correspondiente a
/. Por otro lado, un elemento u € F' satisface pg = ax; + (pau')v, con v € op, siy
solosip€ay py = ax; (mod p). Esto equivale a poder elegir representantes de a/pa.
Esto muestra que la descomposicion (I11.6.8) es valida.

Sea a un representante arbitrario de las clases estrictas de F' y sean b, a’ los tinicos
representantes que verifican [ap~!] = [b] y [ap] = [¢/]. Fijamos, para cada a, elementos
totalmente positivos Agp, Aera € F1 tales que >\a7bap_1 = by A0 = ap. Para cada
representante z; de op/p, sea p; € F tal que (11;)0 = (Aw,a)o@’v+az;, como en (II1.6.8).
Dada f € S, (M, w),

SYRRE | D RS TS T AR

J

_ f(z, l(%b)o 1]1 [b 1} @x) S f<sz71 |:()\a’,a)0 —(lltj)o} {a' J @x>
_ <fh}k|:)\a,b D n Z <fa, {)\ “a /\a/ia/ijb@.

Expandiendo el operador de peso k y reemplazando cada funcién por su desarrollo de
Fourier,

i=1 vebt
- ; P — -1 i Tr (v AL (2 i
) 3 ([T Ow ™) 30wl A0
7 =1 VECl/JLr

Ahora bien, v € bt siy s6lo si vAqp € (ap™)t y v € 'F, siy solo si vALl, € (ap)t.
De esta manera, por la expresion (I11.4.5) para los coeficientes de Fourier,

(Tof),(2) = Z (H ghitmi= )N Apl, fo) 2T (E)

ge(ap~ 1)t

Z (Hgk +mﬁ1> (EXaa, fr) S(E) 27riTr(§z)7

ge ap =1

donde S(§) = . 2Tt (&1)  Dado que los elementos ju; son representantes de a/pa, si
¢ € at, entonces Tr(u;) € Z y S(€) = |or/p| = N(p).

Sea, ahora, m C op un ideal integro. Existen v € F y a tales que m = v - ad.
Como habiamos observado al definir los coeficientes de Fourier, esto implica que v €
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(ad)~! = at y que v > 0. Para determinar el coeficiente ¢(m, 7T, f) serd necesario hallar
a, (T, f) .)- Recordamos que a = a="0~!. Entonces, se puede verificar que el elemento
v pertenece a (ap~!)*+ = pat, siy s6lo si m C p. Por otra parte, (ap)* siempre contiene
a at, independientemente de m. De la expresién para (Tp f )u, se deduce que

c(m, T, f) = &(v, (Tf),) = eWAge. fo) Lp | m) + w(p) ™" S(v) E(VAwa, fo)

donde 1(p | m) toma el valor 1, si p D m, y el valor 0 en otro caso. Pero v € at implica
S(v) = N(p). También,

E(y)\;;,fb) = c(l/)\;;ba,f) = c(ptvad, f) = c(ptm, f) ¥y
(WA gy for) = c(WAw 000, f) = c(prad, f) = c(pm, f) .

En definitiva,
c(m, T, f) = c(p~'m, f) + w(p) " N(p) c(pm, f) . (111.6.9)

El término c(p~m, f) es nulo, si p no divide a m.1°

[11.7.  Formas viejas, formas nuevas

Las formas de Hilbert admiten una teoria de formas nuevas similar a la teoria para
formas modulares elipticas. Aqui incluimos algunos resultados de esta teoria que sirven
como fundamento para los métodos explicitos descriptos mas adelante. Tomamos como
referencia principal [42]. Otra referencia importante es [34].

Dados dos subgrupos compactos y abiertos K; y K de GLy(F) y dado 7 € GLy(F),
al igual que en el caso K; = Ky = 9] %, la coclase doble K 7 K5 es un conjunto compacto
y, al ser K7 abierto, K1\ K 7 K> es finito. Esto quiere decir, como antes, que existe un

conjunto finito {7;}; tal que

K\7Ky = |_| K\7; .

Si ¢ : GLy(Ap) — C es una funcién que verifica ¢|k(1,B) = ¢ para toda B\ € K,

entonces definimos una nueva funcién gb‘ [K7 K] por una expresién anédloga a (I111.6.2).
k

16 Si se compara la expresién (I11.6.9) con la férmula (2.20) en [46], se puede observar otra diferencia,
ademds de la mencionada en la nota 15 (pdg. 52). En la férmula obtenida mds arriba, el cuasicardcter
w aparece multiplicando el coeficiente ¢(pm, f), mientras que, en [46], Shimura muestra que el factor
analogo aparece junto al coeficiente c(p~'m, f). En este caso, la diferencia estd en la eleccién de ideles
a € GLy(AF) asociados a cada representante a de las clases estrictas. Si en lugar de & hubiésemos
elegido los adjuntos a‘, se hubiese llegado a una expresién mds parecida la ecuacién citada.
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Observacion III.28. Esta definicién no depende de la eleccion de los representantes
;. Ademads, si 8 € Ky, entonces

(cb‘ KﬂKg])\ (1,B) = qb) (K7 K] . (1IL.7.1)

La demostracion de esta afirmacion es analoga a la de la afirmacion correspondiente en
la Proposicion I11.20 (propiedad (ii)). Mas aun, si ¢ : GLa(Agr) — C verifica las pro-
piedades (i) a (vi) de la Proposicién II1.18 (reemplazando (ii) por la condicién andloga

de que ¢ sea invariante a derecha por K;) entonces gb‘k[K 1K verifica (i) a (vi). Si ¢
es, ademds, cuspidal, entonces ¢| [K;7K>| es cuspidal, también.
k

Sean, ahora, 91, 91 y [ ideales integros de o con [ primo y tales que 91 = [9)1. Sean
Oo(MN) v Oy (M) los érdenes de Eichler en Mayo(F') y sea ¢ : GLa(Ar) — C una funcién

— X

invariante a derecha por Oy(9M) . Fijemos leoptalquel=1lopNFyA= [ZA J .

— X

Para obtener una funcién invariante por la accién del compacto Oy(9) a partir de ¢,
observamos que

X X _—— X

Oo(M) € QM) yaque Op(M) = AOH(M) AN Op(M)

Llamando 1 al idele que es la identidad en todos los lugares,

X~

Oo(fm) TOo(m) = Oo(fm) T y Oo(m) X(90(m) = Oo(m) A

Definimos inclusiones ¢; y ¢; respectivamente por
(19)(9.@) = 6| [0o(0) 1O (920 3) = Blge:3) ¥
(40)(9:@) = 6| [Oo(M) XD(M) J(goe, @) = Hlgoc, @A)

Trasladando estas definiciones hacia el lado de las formas de Hilbert, identificamos
funciones en S, (91) que vienen de niveles mds bajos. Si f € S, (M) es una forma de
Hilbert (cuspidal) de nivel M y 9 = [9M, con [ un ideal primo de op, entonces las
expresiones

(11f) (2, 80N (ﬁ Ji(9i, )¢f(9<xn a) e

n

(uf) (=, 2O, (H K VD)) ol @)

donde g., € GLa(R)" es tal que go, - i = 2, determinan elementos del espacio S, (91).
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Definicién I11.29. Dado un ideal primo [ C op divisor de 91, una forma de Hilbert
cuspidal en S, (M) es una forma vieja en |, si es combinacién lineal de formas del tipo
ufyufcon feS, (M), donde [M = N. El subespacio de formas viejas en | se define
como

S, ()M = 0y (S, (M) + u (S, (M) v

el subespacio de formas viejas en Sy (M) es el subespacio

S, () = Z Sﬁ(m)[fold '

(|0

El subespacio de formas nuevas en | se define como el complemento ortogonal

S, (m)[—new — ('SE (m)r—om)l

respecto del producto interno de Petersson y el subespacio de formas nuevas es

SE ()" = m SE <m>[—new _ (SE (m)om)L

(In

Sean [y 9 como en la definicién I11.29 y sea Dt = [IN. Sea p 1 N y sean T;ﬂ y TpEm
los operadores de Hecke asociados al primo p en S, (M) y en S, (M), respectivamente.
Estos operadores estan definidos de la misma manera. Es decir, dado que p es coprimo
con M, es coprimo con M y si {7;}; es un sistema de representantes de J(p) en nivel
M, entonces el mismo conjunto es un sistema de representantes en nivel 1. Asi, si

f € S, (M), entonces

THuf) = () vy TN uf) = u(T]Hf),

ya que los ideles que aparecen en las definiciones de ¢1, ¢ y los operadores T, conmutan
entre si. Un argumento andlogo muestra que S, también conmuta con las inclusiones
t1 e t. De esto se deduce que los operadores de Hecke y sus adjuntos preservan los
espacios de formas viejas. En consecuencia, los espacios de formas nuevas también son
invariantes por los operadores de Hecke para todos los primos p 1 9.

Teorema IT1.30 ([42, Thm. 3.1]). Sea f € S, (M, w) y sean c(m, f) sus coeficientes de
Fourier. Si existe un ideal integro | C o tal que c(m, f) = 0 siempre que (m,[) = 1,
entonces f € SE(m,w)dd.

Definicién I11.31. Decimos que una forma cuspidal f es una forma nueva, si f €
S, (M, w)™™ y f es una autofuncién de T, para todo p 1 IN.
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Si f € S, (M, w) es una forma nueva y T, f = A, f, entonces los coeficientes de Fourier
de f verifican la relacion

c(p, f) = Apclor, f) (111.7.2)

para todo p t M. En particular, c(op, f) # 0. Decimos que una forma nueva f estd
normalizada (o que f es una forma (nueva) normalizada), si c(op, f) = 1.

Corolario IIL.32. Si f,g € S, (M,w)™™ son dos formas nuevas normalizadas y con
los mismos autovalores, entonces f = g.

Demostracion. Es consecuencia de I11.30 con [ = 1. O

El resultado anterior se puede expresar diciendo que dentro de cada espacio S, (M, w)
vale la propiedad de multiplicidad uno para formas nuevas. El espacio S, (M, W)™ ad-
mite una base ortogonal de formas nuevas que podemos asumir normalizadas; cada una
de estas autofunciones tiene asociado un sistema de autovalores: {a,(f)}, (en principio,
p 1 N), donde a, = ¢(p, f); dos formas nuevas determinan el mismo sistema de auto-
valores, si una es un multiplo de la otra. Pero el Corolario II1.32 no dice nada en el
caso en que f y g pertenezcan a espacios asociados a caracteres diferentes. El siguiente

resultado resulve este problema.

Teorema II1.33 (ver [42, Thm. 3, 6]). Sean w,w’ : Aj — C* cuasicaracteres triviales
en F*. Sean f € S, (Mw) y g € S, (M,w') formas nuevas (normalizadas) con los
mismos autovalores para T, para todo primo p 1M (equivalentemente, c(m, f) = c(m, g)
para todo ideal integro m tal que (m,MN) = 1). Entonces w =w' y f = g.



Capitulo IV

Formas modulares cuaternidnicas

Comenzamos este capitulo asociando un objeto geométrico a un orden de Eichler
de nivel 91 en un algebra de cuaterniones B/F sobre un cuerpo de nimeros totalmente
real. Estos objetos se denominan variedades de Shimura cuaterniénicas. Estas varie-
dades son compactas, si y solo si B es un algebra de divisién y esta propiedad se ve
reflejada en la definicién de las formas automorfas (modulares) correspondientes. Lue-
go de introducir una representacién del grupo de unidades B*, definimos las formas
modulares asociadas a esta representacion. Como en el caso de las formas de Hilbert,
existe una correspondencia entre formas modulares cuaterniénicas y cierto espacio de
formas automorfas.

La correspondencia de Jacquet-Langlands, Teorema IV.7, permite reconstruir el
médulo de Hecke S, () a partir de espacios de formas cuaterniénicas. Este es el re-
sultado fundamental en el que se basan los métodos para el célculo de las formas de
Hilbert descriptos en el Capitulo V, ya que reduce el problema de determinar la ac-
cién de los operadores T}, al célculo de los mismos en el espacio de formas modulares
cuaternionicas. La naturaleza de la correspondencia impone ciertas restricciones a la
aplicabilidad de estos métodos.

IV.1. Variedades de Shimura cuaternidnicas

Sea F' un cuerpo de nimeros totalmente real de grado [F': Q] = n y sea B/F un
dlgebra de cuaterniones. Cada una de las completaciones F, con v € VI se identifica
con Ry B, con un élgebra de cuaterniones real. Entonces, o bien B, ~ Msy3(R) es un
algebra de matrices, o bien B, ~ H; en el primer caso, decimos que el lugar v es no
ramificado, o que B no ramifica en v, y, en el segundo, decimos que v es ramificado, o que
B ramifica en v. Sean vy, ..., v, los lugares arquimedianos de F'y supongamos que estan
ordenados de manera que, entre ellos, los lugares en donde B ramifica son v, 41, ..., Up.
Sea O un orden de B y sea A} el grupo de ideles de B. Entonces A3 = BX x B* |

61



62

donde
BX = GLy(R)" x (H*)"™" (IV.1.1)

y B* es el producto restringido de B, respecto de los subgrupos compactos y abiertos
OJ, donde v recorre el conjunto de lugares finitos de F. Notemos que, si en vez de O,
eligiésemos otro orden Q" de B en principio distinto, por la Proposicién I1.18, O, = O,
para casi todo v € VfF , con lo cual obtendriamos la misma algebra B*.

Supongamos que B/F es un &lgebra indefinida distinta del dlgebra de matrices,
es decir, r > 1y B % Myy(F) . La accién de GLy(R) sobre b* se extiende a una

accién de BX sobre el producto cartesiano (h*)": si goo = (Guys -+, Go,) € BX y 2 =
(21, -, 2,) € (h*)" definimos
Joo 2 = (Guy 21y -+ Gu.2r) - (IV.1.2)

Sea C8 C BX el estabilizador del punto i = (v/—1, ..., v/=1) € (h*)" . Como la accién
(IV.1.2) es transitiva, podemos identificar (h*)" = BX /CE via

goo E B(;<O |_> gOO * i .
El subgrupo estabilizador del punto i viene dado por

CP = Z(R) (SO(2)" x (H")"™") ,

1

donde Z(R) = R* x --- x R* —un factor por cada lugar arriba de co— es el centro de
BX, H!'={z € H: zx = & = 1} es el grupo de unidades de norma 1 en el dlgebra de
Hamilton y SO(2) es el grupo ortogonal especial.

Sea O C B un orden de Eichler. Entonces

A} = BX x B* = | | B*¢4BLO* (IV.1.3)

g

donde g = (gy)» € B> recorre un sistema de representantes en correspondencia con el
conjunto de clases Cl, (O) —que es finito, segtin el Corolario 11.29. Sea B}, , C BZ el
subgrupo de elementos cuyas coordenadas tienen norma reducida positiva, es decir,

B, = GLI(R)" x (H*)"" C BX . (IV.1.4)

Por (IV.1.1), (IV.1.4) y la igualdad nrd(B*) = F{", (ver el Teorema II.21), pasando al

cociente en (IV.1.3), se deduce, reemplazando BX por BX . (y h* por h), que
B*\BX x B*/CPO* ~ BX\(h" x (B*/0O*))
= | ] To\ob”,
g
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donde ahora g recorre un sistema de representantes en correspondencia con C17(F) el
grupo de clases estrictas de F' 'y I'j = g(BOXO(/’)\X)g_1 N B es un subgrupo discreto de
B, actuando en b". Este cociente es la variedad de Shimura cuaternionica (de nivel
) asociada a By al orden de Eichler O. Es una variedad compleja de dimensién 7y,
salvo que #C17(F) = 1, no es conexa. La denotaremos X (N). Si el niimero de lugares
del infinito no ramificados es » = 1, entonces se obtiene una curva. En general, si B es
de divisién, X (M) es una variedad compacta.

Observacién IV.1. Dado un ideal de F, a, se puede elegir un elemento @ € o tal que
a=aopNE. (IV.1.5)

Este idele estd determinado salvo una unidad en oz . Luego, existe a € B> tal que
nrd(@) = @, pues la norma reducida es sobreyectiva en las componentes no arquime-
deanas. A @ le asociamos, una familia de reticulos locales @a, un reticulo global Oy y
un grupo 'y de la siguiente manera:

Oz =a0a™, Oz3=0:NB y Tsz=0% =0iNB. (IV.1.6)

El reticulo Oz es un orden de Eichler de nivel igual al nivel de O; ambos érdenes son
localmente conjugados, pero no necesariamente conjugados por un elemento de B*. El
grupo O§7 . es el grupo de unidades “totalmente positivas” del orden Og. Cambiando

@ por otro elemento perteneciente a la misma clase en Bi\B*/O* | se obtiene un
orden de B conjugado a O por un elemento de BZX. Por esta razén, utilizaremos,
principalmente, un subindice a en lugar de a.

La eleccién de los representantes g en la descomposicién de X (M) se puede ha-
cer explicita en el siguiente sentido. En primer lugar, se determina un sistema de re-
presentantes de CI™(F), {a}jccit(r). Quedan determinados conjuntos {a}, C 0f y

{a}, C B* , los 6rdenes O, v los grupos Iy segin la Observacién IV.1. Realizadas
estas elecciones, la variedad de Shimura X (1) se identifica con una unién disjunta de
variedades conexas:

xXPoy = || BN xa0*) ~ || T\
[a]eCIt(F) [a]eCIt(F) (IV.1.7)
BY(2,0%) s Tz .

Cada una de estas componentes es compacta, lo que implica que X2 (1) es compacta.

Observacién IV.2. De hecho, si O = {z € O5 : nrd(z) = 1} , el cociente O:\h" es
compacto. Definimos

Ag) = {z €A} : |nrd(2)[a, =1}, Ap = {z €A} : nrd(z) =1}
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y, dado un subgrupo H C A%, subgrupos H") = HF‘IA%) y H' = HNA}L. Recordemos,
también, el siguiente hecho: dados un grupo topoldgico G, un subgrupo abierto H y
un subconjunto arbitrario A C G, el producto A - H y su complemento son abiertos,
puediéndose escribir como uniones de aquellas coclases x - H que los intersecan: A- H =
Upenn - Hy G~ (A-H) = U;ng.H x-H . Ahora, dado que B es un dlgebra indefinida,
VI contiene, al menos, un lugar en donde el dlgebra no ramifica. En particular, por
aproximacion fuerte (Teorema I1.23), el producto B! - BL es denso en AL y, puesto que
BL Ok = AN (B, OF) es un subgrupo abierto de Ak, el complemento AL ~ B' -
(BL OL) es abierto y

Al = B'BL0} .

En consecuencia, la aplicacién AL — h” dada por ¢ = (goo, §) > oo - 1 induce una
correspondencia

B"\AL/KOf ~ OR\Y'

donde K, = SO(2)" x (H")"" es el subgrupo compacto maximal en Bl . Ahora,
como B es de division, el cociente B X\Ag) es compacto.! El subgrupo B(()i) " @g =
Ag) N (BOXO’Jr @g) es abierto, lo que implica que W = Ag) ~B*. (B§?+ @g) sea abierto.
En particular, B*\W es abierto en el cociente y su complemento, B*\ B* - (Bg) 4 (’A)g)
es compacto. Pero Bg?+ = (Z(R) N Ag)) - Bl y, a fin de cuentas,

(Z(R) N AY) B\B* - (B, 0%)/K,,0% = B\B'- (B. O})/K.O%
es compacto.

Cuando B/F es un algebra definida, r = 0, no tenemos una accién sobre b y
el cociente adélico BX\BX x B*/BX0* = B*\B*/O* es simplemente un conjunto
finito de puntos en correspondencia con el conjunto Cl;,, (O) de clases de ideales cuyo
orden a derecha es O (Teorema 11.29).

IV.2. Un B*-mddulo

Las formas modulares cuaternionicas que vamos a definir estan dadas como funciones
en Aj. Para poder tratarlas de manera homogénea, lo primero serd definir el espacio
de llegada de dichas funciones.

Dado un entero w € Z, consideramos el C-espacio vectorial de polinomios ho-
mogéneos de grado w en variables X, Y, con una accién a derecha de GLy(C) dada

1148, Ch. 111, § 1]
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por

]+ -] - [4 21

) { oy } (IV.2.1)

—bX +aY

En la expresién anterior, v es la matriz con coeficientes complejos, ! denota

b
d
transposicion e * denota la adjunta. Fijando un segundo entero m € Z, consideramos
una accién modificada a partir de la anterior: si p es un polinomio homogéneo de grado

wy v € GLy(C), definimos
p(X,Y) - v = det ()" p(dX — Y, —bX +aY) . (IV.2.2)

Denotaremos el espacio de polinomios homogéneos de grado w con esta accién de
GL2(C) por P, (m) (C).
Sea k = (ky, ..., k,) un peso (ver § II1.2) y sean
ko — k;
2

Si B®g R = Myyo(R)" x H*" | se considera el GLy(C)" "-médulo

kozmaxiki, m; = y wlzkl—2

Wi(C) == Py, (mr4a) (C) @ -+ @ Py, (mn) (C) . (IV.2.3)

Sir =mn, se define Wi (C) := C. También se cumple W (C) ~C,si k= (2, ..., 2).
Sean vy, ..., v, los lugares arquimedianos de F'. Para cada v; podemos escoger una
inclusion B,, = Max2(C) de manera que la imagen de un elemento ¢ € Z(Bvxj ) = R~

t} y la denotamos v +— ;. El morfismo B* — GLy(C)"™"

) t
sea la matriz escalar [

dado por

7 '_>(f)/7”+1a BRI ’Yn)

determina una estructura de B*-mddulo en Wy(C). Si r = n, por ejemplo si B =~
Moy (F'), Wi(C) = C con la accién trivial de B*.

IV.3. Formas modulares cuaternidnicas

En lo que resta de esta seccién, asumimos, salvo que se indique lo contrario, que
B/F es un algebra de cuaterniones de division sobre el cuerpo de nimeros totalmente
real F' de grado n, que r > 0 indica la cantidad de lugares arquimedianos no ramificados
y que los lugares arquimedianos vy, ..., v, estan ordenados de forma tal que v; sea no



66

ramificado, si y sélo si ¢ < r. Fijamos un peso k = (ky, ..., k,) € Z" y escribimos
Wi, en lugar de Wy (C). Fijamos también inclusiones (v — 7;) : B} < GLo(C) para
j > r+ 1, de manera que quede inducida una acciéon de B* en el GLy(C)" "-mddulo
Wi, que denotamos x -y =27, siy € B* yx € Wj.

IVV.3.1. Caso indefinido

Supongamos que B es un &lgebra indefinida (en este caso, r > 1) y sea O C
B un orden de Eichler. En analogia con las formas modulares elipticas y teniendo
en cuenta la definiciéon (IV.1.7) de la variedad de Shimura asociada a B y al orden
O, las formas modulares que definiremos a continuacién son funciones de la forma
(%) x (B*/O*) — W que verifican condiciones de regularidad e invarianza con
respecto a una accion del grupo B*.

Para i € [1,r], introducimos un factor de automorfia,

Ji  BX xh* = C,

por la expresién

(v, 2)"
Ji(v,2) = det (7)mithi1 (IV.3.1)

donde j([24],2) = cz+d . Dado que j(vY, 2) = j(7,7'2) - j (7, 2) para -y, € GLy(R)
y z € b*, las funciones J; cumple con la propiedad anéloga

(v, 2) = Ji(v,'2) - T s 2) - (IV.3.2)

Definimos un operador de peso k de la siguiente manera: dados un elemento v € B* y
una funcién f : (hF)" x (B*/O*) — W} , sea f|k7 la funcién

<f|E’Y) (2,00%) = <H Jz'(%,zi)l) Flyz,700%) (IV.3.3)

Definicién IV.3. Dada un algebra de cuaterniones indefinida B de divisién, sobre un
cuerpo de numeros totalmente real 'y dado un orden de Eichler O C B de nivel N,
una forma modular cuaternionica de peso k y nivel O* (o, también, de nivel 9t) para
B es una funcién

fi (%) x (B*/O0*) — Wi(C)

holomorfa en la primera variable y localmente constante en la segunda tal que f ‘ =T
para toda v € B*. Estas funciones constituyen un C-espacio vectorial que denotamos

M (M).
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La descomoposicién (IV.1.7) de X () se ve reflejada en una descomposicién analo-
ga del espacio MP (MN). En primer lugar, si a es un representante de las clases estrictas
de F y I'y es el grupo de unidades asociado segtin (IV.1.6), entonces podemos definir
una accién de I'y en funciones f : h” — Wj, de la siguiente manera: si v € I'y, sea f‘,ﬂ

la funcién dada por

(f‘ﬁ) (2) = (H Jz‘(%azz')_l) flyz)7 .
i=1
Luego definimos los espacios de funciones holomorfas invariantes por esta accion de I':
Mg (MN,a) = {f: h" — Wi(C) : f es holomorfa y f‘k’y: fVvye Fa} .

Entonces la aplicacion f +— (fy)q, donde fu(z) = f (z,&\@x), determina una transfor-
macion lineal

ME ) — P MP (Ma) (IV.3.4)

pues, si v € I',

(fali)(2) = (H Jm-,zi)—l) f(2,80%) = (f|,7)(z,77'@0%)

=1
= f(z,77'A0%) = f(2,60%) = fu(2) .

Esta transformacion es un isomorfismo de C-espacios vectoriales. El argumento es analo-
go al de la demostracion de la Proposicion I11.15, con la salvedad de que, en este caso,
hay que tener en cuenta la accién de B* en Wy. El isomorfismo (IV.3.4) depende de
la eleccién de los representantes a de las clases estrictas de F', de los ideles @ € o7 que
cumplen (IV.1.5) y de los elementos & tales que nrd(@) = a.

IV.3.2. Caso definido

Si B es un algebra definida, no hay accién sobre el semiplano complejo.

Definicién I'V.4. Sea B un algebra de cuaterniones definida, sobre un cuerpo de ntime-
ros totalmente real F'y sea O C B un orden de Eichler de nivel M. Una forma modular
cuaternionica de peso k y nivel O (o, también, de nivel 91) para B es una funcién

f: BX/O* = W,(C)
que satisface, para toda v € B*,

(f],1)(@0") = f(ra0*)" = f(@ad"). (IV.3.5)

El espacio de formas modulares correspondientes lo denotamos /\/lf (MN).
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El grupo de unidades B* actiia en el conjunto de ideales I de B con Oge.(I) = O
por multiplicacién a izquierda. Una forma modular f para B es entonces una funcién
equivariante respecto de esta accién. Si I = aO* N B, el estabilizador de I es el grupo
de unidades de su orden a izquierda:

Iz = @0*aY)ynB*={beB* :bI=1} .

De esta manera, tomando un sistema de representantes de las clases en Cly, (0), se
obtiene un isomorfismo

MED) = G W) (IV.3.6)

[I]1€Cliz4(0)

dado por f +— (f(a@X))[I]eChzq(O) :

IV.4. Funciones en los adeéles

A continuacién mostramos que las formas modulares cuaterniénicas, como las formas
modulares de Hilbert, tienen una contraparte adélica. El rol que ocupaba el grupo
GLy,p es en este caso ocupado por el grupo de unidades de un algebra de cuaterniones
de division.

IV.4.1. Caso indefinido

Supongamos que B es un algebra indefinida y sea f : (h*)" x (B\X/éx) — W, tal
que f’]ﬂ = f para toda v € B*. Definimos una funcién ¢y : BX x B* — W}, por

or(g, @) = (H Ji(gi,\/—l)_l) flg-i,50%)9 . (IV.4.1)
=1
Dada ¢ : BX x B* — W, y un elemento (h, ) € BX x B*, definimos

(¢],(h. B))(g,0) = (H Ji(hi,J—_l)—l) o(gh~t,ap=)" . (IV.4.2)

Entonces, la funcién ¢, satisface
I gzﬁf‘k(h,g) = ¢y para toda h € CP y BeO*y

IT ¢¢(vg,7Q) = ¢¢(g, @) para toda v € B*.
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En cuanto a I, por (IV.4.1) y (IV.4.2),
(¢f‘@(h,3))(g, (H Ji(hi,v/—1)" )¢f(gh ap- 1yh
— <H Ji(hi, vV —=1) " Ti(gih Y, \/—_1)_1) Flgh™- i’aB—lé\X)(gh*l)h .
i=1
SiheCPy ﬂ = OX esto es igual a ¢¢(g, @) de lo que se deduce I. En cuanto a II,

¢r(v9,70) = (H Ji(gis V=1 1) {(1} Ji(%,zi)l) f('yz,v@@x)”}g,

donde z =g¢-i. Siy € B*, por (IV.3.3) y f|k’y = f, esta expresion es igual a ¢¢(g, Q).

Reciprocamente, si ¢ : B x B* — W} es una funcién que cumple con I y II,
entonces la expresién

fo(z.80%) (H T )qﬁ(g,a)gl

define una funcién f, : (h%)" x (B*/O*) — W, (por I, f, estd bien definida) que
verifica f¢>’;ﬂ = fs paray € B* (por II).

IV.4.2. Caso definido

Si B es un algebra definida, al no haber accién en el semiplano, la construccion
anterior se simplifica. Sea f : B*/O* — W}, una funcién tal que f‘;ﬂ = f para~y € B*

(la accién estd dada por la expresion (IV.3.5)) y sea ¢y : BX X B* — Wy la funcion
dada por

65(9,0) = f(@0*) . (IV.4.3)

Como en el caso indefinido introducimos un operador de peso k. Dada una funcion
¢: BX x B> — Wiy (h, ﬁ)GBX x B, sea (;S‘ ) la funcién dada por

(¢],(h, B))(9,8) = (gh™",aB")" . (IV.4.4)

Con estas definiciones, si f!kfy = f para v € B*, vale también que
I qﬁf‘k(h,g) = ¢; paratoda h € BY y 36 Ox y

IT ¢¢(vg,7Q) = ¢¢(g, @) para toda v € B*.
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Equivalentemente, ¢y satisface

or(gh, @) = 65(9.0)" . ¢s(9,aB) = ¢(9.Q) v ¢7(79,78) = ¢5(9,Q)

para h € B, B € O y 7 € B*. Reciprocamente, si ¢ : BZ X B* — W, satisface
estas condiciones, entonces la expresion

P e —1
fo(@O0%) = ¢(g, @)
define una funcién f; : EX/ O0* — W} que cumple que f¢| O = fo para v € B*. En
particular, para cada @ € B* y cada v € 'y = (@0*a~') N B* |

¢<176‘\)7 = qb(%’ya) - ¢(17a> :

IVV.4.3. Formas automorfas

Sea, ahora, B/F un algebra de cuaterniones de divisién, definida o indefinida. Sea
O C B un orden de Eichler. A cada lugar arquimediano v € V£ le asociamos un grupo
compacto K, de la siguiente manera:

K — {80(2) si v es no ramificado

H! si v es ramificado

Sea Ko = [[,cyr K, el producto de estos grupos. Entonces K, es un subgrupo com-

pacto y conexo de la parte arquimediana BZ de A} (si B es indefinida, es el subgrupo
compacto conexo maximal del estabilizador CP = Z(R) - K).

Definicién IV.5 ([23]). Una funcién ¢ : A% = BX x B* — C es una forma automorfa
de niwel O, si es C'"° en la primera variable y localmente constante en la segunda y:

(i) ¢(vg) = ¢(g) para todo v € B,
(it) ¢(g8) = ¢(g) si § € O%,

(iii) ¢ es K -finita y Z-finita, es decir, el espacio generado por las funciones g +—
¢(ngh) con h € Ky n € Z(Arp), es de dimensién finita,

(iv) si A; € U(Lie(B)) es el elemento de Casimir en (la complexificacion de) el
algebra envolvente del algebra de Lie de B ~ GLy(R) para cada lugar v; que no
ramifica (i = 1, ..., r), entonces la 6rbita de ¢ por la accién de estos operadores
estd contenida en un subespacio de dimension finita de C'(A%).
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Mas generalmente, dado un espacio vectorial complejo W, una funcién ¢ : A5 — W se
dice forma automorfa de nivel O*, si para toda funcional lineal A : W — C, Ao ¢ es
una forma de ese tipo.

Proposicién IV.6 ([23]). La aplicacion f +— ¢; determina una correspondencia entre

formas modulares de peso k y nivel O* y formas automorfas ¢ : Aj — Wi(C) que
satisfacen Iy II y, para cada lugar arquimediano no ramificado v,

dez_gb = O )

donde p : BX — Aut(C*(BX)) es la representacion regular a derecha y X; es el

elemento de gl(2,C) ~ Lie(B,) ® C dado por la matriz {_1@ :ﬂ .

IV.5. La correspondencia de Jacquet-Langlands

La interpretacién automorfa de las formas modulares cuaterniénicas permite definir
de manera uniforme los operadores de Hecke para un algebra definida o indefinida, tal
como se hace para el dlgebra de matrices. Dados, pues, un dlgebra de cuaterniones B/ F,
un orden de Eichler O en By un idele 7B ¥ el subgrupo abierto O* actia a izquierda
sobre el compacto O*7O* C B*, de lo que se deduce que existe una descomposicién

070" = | | 0" (IV.5.1)

i

y el sistema de representantes {7;}; es un conjunto finito. Sea 9t el nivel del orden O.
Si B es un élgebra indefinida y f € M7 (9), la expresién

(T:1)(z,@0%) Zf ar; 'l 0%) (IV.5.2)

define un nuevo elemento de M2 (MN); si B es un élgebra definida, la expresién analoga,
sin el argumento arquimediano ‘z’, también define una forma modular del mismo peso y
del mismo nivel que f. En todo caso, queda determinado, de esta manera, un operador
Tx : MB (M) = MP (M) asociado al idele 7.

Sea ® el discriminante de B y sea p un ideal primo tal que p f DMN. Sea p un
uniformizador de op), un generador de su ideal maximal, y sea m € O, el elemento
dado por la matriz

p
-
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Sea 7 € B* el idele dado por T, = 1, si v # p y tal que T, = 7. Llamamos operador
de Hecke en p al operador T}, := T%, determinado por una descomposicién de O*7O*.
Definimos, también,

3p) = {7€0: md@) efor”} v Op) = O\Ip) .

Entonces J(p) = O*50O* para todo T perteneciente a este conjunto, pues (p, ON) = 1,
y, en particular, J(p) = O*7O*. Ademas, la sumatoria en la definicién de T}, se realiza
sobre un sistema de representantes de ©(p), tanto en el caso indefinido, como en el
definido. Dado que para ideales primos distintos p, q los operadores correspondientes
T, y T, actiian en distintas coordenadas, se deduce que conmutan. El dlgebra de Hecke
actuando en MPB () es el algebra de endomorfismos generada por el conjunto {Tp :
p 1 @‘ﬁ} . Denotamos por SP (M) el espacio de formas cuaterniénicas cuspidales de
peso k y nivel 0N para B. En la siguiente seccién se explicard lo que se quiere decir por
“cuspidal”; a los fines de enunciar el siguiente teorema, es suficiente saber que SP (1)
es un subespacio de MPZ (M), con la estructura de médulo de Hecke dada por restringir
los operadores T,,. N

Sea O C op un ideal integro y supongamos que 9t = DI con D y I integros y O
libre de cuadrados. Por el Teorema de clasificacion I1.20, existe al menos un algebra de
cuaterniones B/F de discriminante ©. Supongamos, ademés, que (D,9) = 1.

Teorema IV.7 (Jacquet-Langlands). Eziste un morfismo inyectivo Sf (M) — S, (D)

que preserva la accion de Hecke y cuya imagen es el subespacio Sy (@‘J{’)@*new de formas
nuevas en todo ideal primo divisor de ®.

El Teorema IV.7 nos da un procedimiento para recuperar S, (M) a través de formas
modulares cuaterniénicas. Supongamos que [ es un ideal primo que divide a 9 pero
que al cuadrado no lo divide. Por el Teorema de clasificacién global para algebras
de cuaterniones I1.20, sabemos que existe un algebra de cuaterniones B/F tal que
Ram(B) NV} = {I}, es decir, [ es el tinico lugar finito de F' en donde B ramifica. Si
elegimos B de esta manera,

‘SE (m) S (m>[—new ® SE (m)[—old

SEO) @ 11 (S, () & u (S, () .

El problema de la descripcién de S, (M) se reduce entonces a poder determinar un
subespacio en correspondencia con un espacio de formas cuaterniénicas y un subespacio
de formas de Hilbert de nivel “més bajo”.

Aun asumiendo que podemos calcular sin problemas los espacios de formas cuspida-
les cuaterniénicas SP (M) para un nivel arbitrario NV, este procedimiento presenta un
inconveniente. Supongamos primero, para simplificar, que 9t = pq, con p y q ideales
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primos distintos. Entonces la descomposicién de S, (pq) se puede hacer, en principio,
de varias maneras. Podemos elegir un élgebra B con Ram(B) NV} = {p} para obtener

S, (pq) = SP (q) ® S, (pq)* ™ ;

sin=[F:Q] =1 o 2, hay una tnica édlgebra de tales caracteristicas, pero si n > 2 hay
mas de una eleccién posible. Podemos, también, intercambiar los roles de p y de gq. O
bien podemos elegir B de manera que Ram(B) N V{" = {p, q} —de nuevo, hay més de
una manera de hacer esta eleccion, si n > 2— y obtener asi

S, (pg) = SZ (1) @ S, (pq)P'
— SP(1) @ S (pa)™

Pero, si el nivel 91 no es libre de cuadrados, no tenemos tantas elecciones. Por
ejemplo, si 91 = p2?, el discriminante de B debe ser ® = 1, es decir, sélo podemos
permitir ramificacion en infinito. Si n = 1 esto es imposible y si n = 2 hay una tnica
eleccién posible. En general, los métodos que describiremos en el Capitulo V se basan
en poder elegir B de manera que r, la cantidad de lugares arquimedianos en donde B
no ramifica, sea, o bien 0, o bien 1. En ese caso, si 91 = p?, hay una unica forma de
realizar esa eleccion.

En el capitulo siguiente, describimos en detalle los médulos de Hecke 82 (91), man-
teniendo, como hasta ahora, la distincién entre las dlgebras definidas e indefinidas. La
descripcion en el caso indefinido es muy similar a la del médulo de formas de Hilbert
cuspidales. Via los isomorfismos de Eichler-Shimura, los espacios de formas cuaternéni-
cas para un algebra indefinida B se realizan en la cohomologia de la variedad de Shi-
mura X (). Esta reinterpretacién da lugar, en el caso particular en que B ramifica
en todos excepto un tnico lugar arquimediano, a un método para calcular formas de
Hilbert cuspidales. Por otra parte, la descripcién cuando B es totalmente definida es
lo suficientemente explicita como para ser implementada y obtener, asi, un segundo
método.
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Capitulo V

Métodos para el calculo de formas de Hilbert

Como ya mencionamos, el Teorema IV.7 proporciona una manera de reconstruir los
espacios S, (M) de formas de Hilbert cuspidales. El problema de describir la estructura
de Hecke de S, (1) se reduce a poder calcular SP (M) para un dlgebra de cuaterniones
B y un nivel dado 9V, en un principio, arbitrarios. Por calcular se entiende, dado
un ideal primo p de op, coprimo con 9V, describir la acciéon de un operador 7, en
términos de una base independiente de p. Segin lo desarrollado en la Seccién § II1.7,
esto equivale a determinar los posibles sistemas de autovalores {a,}, asociados a la
familia de operadores T,. El objetivo de este capitulo es describir dos métodos para
llevar a cabo este procedimiento. Estos métodos se dividen en el método indefinido y el
método definido, de acuerdo con el algebra B.

V.1. Método indefinido

Sea B/F un algebra indefinida, distinta de matrices, y sea O un orden de Eichler
de nivel 91 en B. Empecemos describiendo el médulo de Hecke SP (M). La variedad
de Shimura X(91) es compacta' y no tiene cispides. Tiene sentido decir, entonces,
que toda forma modular para B es cuspidal, es decir, definimos SP (M) := M2 (N) .
Asumimos dado un sistema de representantes {a} del grupo de clases estrictas de F;

para cada representante a, elegimos a € F* tal quea=aopNEFyac B> tal que
nrd(a) = a. Utilizaremos la siguiente notacion:

O.=a0a!, 0, =0,NB y I,=0 =0 NB.

El espacio S (M) se descompone como suma directa de SP (9, a) via el isomorfismo

(IV.3.4), dado por f — (f,)q donde fy(z) = f(z, &@X). Los operadores de Hecke acttian
permutando estos subespacios. Sea b el representante de las clases estrictas que verifica

lyer § IV.1
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[b] = [ap~!]. Entonces, para cada representante 7 de las érbitas en O(p), el reticulo
ar OB~ N B es un ideal de B cuyo orden a derecha es Oy y su norma reducida
es un ideal en la clase (estricta) principal. En consecuencia, existe w € B tal que

a7 '0B 1N B = @10, y una unidad 7 € O tal que a7 143! = ! . Si ahora
miramos las componentes de la forma 7, f se deduce que, usando la invarianza de f,

(1 Z [(za770%) = 3 flo, = 50%) = 3 (f],=)(2)

TEO(p w w

Si bien esto muestra que la descripcién de T}, en términos de la descomposicién de
SP (M) es sencilla, la utilidad de la igualdad (T f ) > fb‘kw depende de poder

hallar todos aquellos elementos w cuya existencia esta garantizada por aproximacién
fuerte. Estos elementos se pueden caracterizar globalmente. La sumatoria se realiza
sobre un sistema de representantes de

O(p)ap = Fb\{w eI, ' N B} nrd(w)ap ' = b} ’

donde I, = a0NBel b= B@ N B. El argumento es similar al dado en la Observacién
I11.25. El resultado I11.26 también es valido en este caso, es decir, siendo B un algebra
de divisién indefinida.?

Observacién V.1. Los operadores de Hecke actiian por bloques en Sf (M), permu-
tando en cierto sentido los sumandos Sf (M, a): dados p 4 DN primo y a y b tales que
[6] = [ap~!], definimos (Tp)ab : Sf (M, b) — Sf (M, a) por

(Tp)a,hfh: Z fblgw

we@(p)u,b

Entonces el operador T, actia como la matriz de operadores [(T P)u b]a , - dondeayb

recorren los representantes de las clases estrictas de F'y (T,)ap es el operador recién
definido, si [a] = [bp], y es igual a 0, en caso contrario.

El método indefinido se basa en poder resolver el siguiente problema de manera
explicita.

Problema V.2. Dado un cuerpo de nimeros totalmente real F' de gradon = [F : Q], un
dlgebra de cuaterniones indefinida B/F', un ideal M de F' coprimo con el discriminante
® de B yun peso k € Z", calcular los posibles sistemas de autovalores de los operadores

de Hecke T, actuando en S (M) para (p,DN) = 1.

%[44, Propo. 2.3
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En el caso en que el élgebra B/F ramifica en n — 1 lugares arquimedianos y el
peso verifica k € (2Z>1)", este problema admite una soluciéon mediante el calculo en
la cohomologfa de curvas de Shimura.? En particular, si el grado de la extensién, n, es
impar, eligiendo B de discriminante ® = 1, es decir, B ramifica exactamente en n — 1
lugares arquimedianos (y en ningtn lugar finito), por la correspondencia de Jacquet-
Langlands, se obtiene un algoritmo que permite calcular los sistemas de autovalores
en el espacio de formas de Hilbert cuspidales de nivel 91 de los operadores de Hecke
coprimos con el nivel.

Sean F', B, Ny k como en el enunciado del problema y sean vy, ..., v, los lugares
arquimedianos de F. Supongamos que B ramifica en v; para ¢ > 2. En tal caso, By, >~
Mayo(R) x H™! . Supongamos, también, que contamos con un orden de Eichler O en
B de nivel M, coprimo con ®. Existe una descomposicién de la variedad de Shimura
asociada a B y a O dada por

X (M(C) = [ | Ta\b

donde cada componente X (91, a)(C) = I';\h es una curva conexa y compacta. En lo
que resta de esta seccion, reservamos la notacién I'y para la imagen de O, , en PGLy(R).
Fijamos una inmersién ¢; : B* — GLy(R) , asociada al lugar arquimediano en donde
B es no ramificada, y denotamos por ¢, la imagen de ¢; en el cociente. Entonces

[o = 10(0F,) € PGL3 (R) .

Si f € §F (M), las componentes f, : h — Wy (C) estén dadas por fu(z) = f(z, &\@X)
y verifican

det (yy)mh—1
a z) = —
(foli) ) j(m,z1)k

para toda 7 € Og,. Si k € (2Z)" es par, entonces la expresién anterior tiene sentido
tomando y € I'y e identificando I's ~ OF, /op.

Los espacios de formas cuaterniénicas SZ (M) se realizan en la cohomologia de las
curvas I\ a través de los isomorfismos de Eichler-Shimura [32, Propo. 4.4]. Esto per-
mite estudiar la estructura del mdédulo de Hecke de formas modulares cuaternidnicas,
utilizando algoritmos especificos para el célculo en cohomologia. Es necesario, enton-
ces, entender como se traslada la accién de los operadores de Hecke a una accién en
cohomologia.

fa(n2)” = fu(2) (V.1.1)

V.1.1. Cohomologia de grupos

Sea K un anillo conmutativo con 1 y sea I' un grupo. Empezamos repasando la
definicién de los grupos de cohomologia de I' con coeficientes en un K [I'}]-médulo. Dado

*[21] y [49]
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un K[[']-médulo a derecha M y dado i > 1, denotamos por C(I', M) el K-médulo de
funciones I' X - - - x I' — M definidas en el producto de 7 copias de I' que toman valores
en M. Sii=0,C%, M) =M. Para cada i > 1, sea 9 : C(I', M) — C"*/(T', M) el
morfismo dado por

(au)(%a oY) = wl(ye, e, ) F Z WYLy« ooy Vimds Vi Vb1 - - s Vitd)
+ (=) (717 ey Vi) Vi
enu € CY (T, M). Sii=0, se define, para x € M,
(0z)(v) = z-(1—7).

La composicién 9 o @ es cero y los K-médulos C*(T', M), junto con los morfismos 9,
definen un complejo de cocadenas. Para cada ¢ > 0, denotamos los submoddulos de
CY(T', M) conformados por los cociclos y conformados por los cobordes por

ZiD, M) = ker(d) y BT, M) = img(d)

respectivamente, y definimos el i-ésimo grupo de cohomologia de I' con coeficientes en
M como

HY(T,M) = Z/(I', M)/B'T", M) .

Observacién V.3. Si M! = {x eEM :xz-v=uVye F} denota el submodulo
maximal en donde I' actiia de manera trivial,

H(D,M) = Z2°(U,M) = M" .
De las definiciones de cociclos y cobordes,

Z'O,M) = {f: T = M: f(v0)=f(v) -6+ f0O)} ¥
BI(F,M):{f:F—>M:f(v):x—x-yparamertomGM}.

Todo cociclo f € Z'(T', M) verifica

f) = =fvt y (V.1.2)
foy ™)y = f(0) = f(v)-(1—0),

siy,0 € 'y sie el denota el elemento neutro.
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Buscamos asociarle, a una forma f € S? (91, a), un elemento en la cohomologia
HY(Ty, M) del grupo T'y = 1o (OuX +). La construccién que hacemos a continuacion se
encuentra, con algunas modificaciones en [45, Ch. §].

Primero, sera necesario especificar el médulo de coeficientes. Con ese objetivo, pro-
fundizamos en la definiciéon dada en la Secciéon 1V.2. Seguimos denotando por K un
anillo conmutativo con unidad. Sean w,m € Zy w > 0y sea G el grupo G = GLy(K).

Dado un polinomio p en las variables X e Y, con coeficientes en el anillo K, homogéneo
b

d] € (G , definimos un nuevo polinomio p - v por:

de grado w y dada v = [(i

(p-7)(X,Y) = det (7)™ p(dX — Y, —bX +aY) .

El polinomio p - v es homogéneo del mismo grado que p y (p,7y) — p -~ determina
una estructura de G-médulo a derecha en los polinomios homogéneos de grado w en
dos indeterminadas con coeficientes en K. Denotamos este médulo por P, (m) (K). Los
elementos centrales, a € K*, actian por multiplicacién por una potencia del escalar
correspondiente: p - a = a*>™ ¥ p.

Dado un peso k = (ki, ..., k,) € Z", definimos el G"-mdédulo

Li(K) = Py, (M) (K) @ -+ @ Pu, (ma) (K) ,

donde, como en la Seccion V.2,

ko — ki
kozméin , m; = 02 ywz:k1—2

Si K = C, Lg(C) es un producto del médulo W (C), el codominio de una forma modular
cuaterniénica. El espacio Lg(C) se convierte en un B*-médulo via inmersiones ¢; :
B* — GlLy(C). Si z € Ly(C) y t € F*, entonces z - t = Nm(¢)*~2 x. En particular, si
2 | ko, tiene sentido hablar del I'-médulo L (C).

V.1.2. Isomorfismos de Eichler-Shimura

Definimos, ahora, una aplicacién v : Sf (N, a) = Q'(h, Lg(C)) , que, a una forma
cuspidal f le asigna una 1-forma (holomorfa) en h a valores en el espacio vectorial
complejo Lg(C). Dado un punto z € b, sea v(z) € P;(C) el polinomio

v(iz) =2X +Y = [z 1] Kf(} :
Si v € GLy(R), se cumple

w0 = =41 [§] =50 s 7]
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w

Dados w > 0y m € Z, miramos a v(z)* como elemento de P, (m) (C) y, recordando

que 7* = det ()}, deducimos que
V()" 77t = det (3) 7 (v(2)*) ([X Y] (det (5) 7))

= det (y)™™ ( [z 1] det ()" ‘;{} )w :
Es decir,

v(y2)" = jly,2) " det ()" (v(2)” 7 7)

Sife Sf (M, a) es una forma cuspidal, definimos

o(f) = v(2)" @ f(2)dz,
con v(z)¥t € Py, (mq) (C).

Observacién V.4. Calculamos el pullback de v(f) por una transformacién ~. De la
expresién (V.1.1) y recordando que w; = k1 — 2, se deduce que

Yo(f) = v(y2)" @ f(vz) d(v2)

det (,yl)w1+m1

= SO (a4 @ f(2) S0

jln, 2 i, 2)?
= (v(z)¥r .~ det (71>k1+m171 )
= (v(2)"* -y )®( ENBE f(y2) ) dz .
Es decir, en general,
Yo(f) = (v(z)"' ® f|E7(Z)) Ay tdz = U(f|ﬁy) T (V.1.3)

Si v € Ty, entonces y*o(f) =v(f)-~v7'.

Sea 79 € by sea py € Lg(C). Dada una forma cuspidal f, la expresion

wm=/3m+m

70

define una funcién h — Li(C). Por la Observacién V.4, dada v € [,

w@ﬂzKZWﬂ+waﬁ+m=(A}u0w1+lfwﬁ+m

= ¢(r) -y + 1),
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donde

i) = [ o)+ po-(1=771)

70

La funcién ¢ : Ty — Li(C) dada por t(y) = t(y~!) verifica

t(y6) = t(y) -0 + t(0) .

Es decir, t € Z*(Ty, L(C)). Cambiando p, por algiin otro elemento del médulo Lg(C),
la funciéon que se obtiene en lugar de t difiere de ésta en un coborde. Definimos, dada
una forma cuspidal f, una funcién t;: I'y — Lg(C) por

y, al igual que ¢, la funcién ¢ estd definida, médulo B*(Ty, L (C)), independientemente
de 7y y satisface ty(y0) = t¢(y) - 0 + t;(d) . La aplicacién f — [t;] determina una
transformacién C-lineal

ESe : 8¢ (M,a) = H'(Ta, Li(C))

Como, los operadores de Hecke acttian en los espacios SP (9, a) de manera conjunta,
consideramos

ES : SP (M) — H = P H'(Ia, Li(C))

dada por ES = @, ES, .

Observacién V.5. Repitiendo el razonamiento anterior con la parte real Re(v(f))

en lugar de v(f) y R en lugar de C, se deduce que la aplicacién f ~— clase ['y —

;‘170 Re(v(f))| determina una transformacién lineal real Sf (M, a) = H'(Ta, L(R)) .

Esta transformacion es un isomorfismo de R-espacios vectoriales (ver [45, Thm. 8.4]).
Se puede obtener un isomorfismo de C-espacios, por medio de una involuciéon en H. La
definicién que proporcionamos de dicha involucion estd adaptada de [49, § 2.4].

Recordemos de § I1.7 el grupo de clases C1F)(F) = F(i)\ﬁX/EEX , donde F\) =
nrd(B*) es la imagen de la norma reducida en F'*. El nicleo del epimorfismo canénico
CIT(F) = FX\F*/op" — CI"(F) estd dado por FOJFE = (z/2z)" , donde r es
la cantidad de lugares arquimedianos no ramificados de B.* Puesto que la cantidad de

4ver la Observacién I1.22.
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lugares arquimedianos en donde el dlgebra B/F' no ramifica es r = 1, el nicleo es trivial
—este es el caso, si y sélo si existe una unidad u € oy que cumple v;(u) > 0 para i > 2
y v1(u) < 0— o bien es ciclico de orden 2. En todo caso, podemos elegir un ideal m de
F cuya clase estricta genere el niicleo del morfismo canénico C17(F) — C1(F). Dado
un representante a del grupo de clases estrictas, existe un unico representante a’ tal que
[am] = [@]. En particular, las clases de a y de a’ son iguales en C17(F). Ahora, como
B/F es indefinida, segin el Teorema I1.21, la norma reducida induce un isomorfismo
entre este grupo de clases y el cociente B X\E </ O* . Deducimos que existe fiq 4 € B

tal que det ((ptaw)1) <0y a0* = u;;,a@x , 0, lo que es lo mismo,
Ma,a’ Iy NJ;;/ =Ty .
Dado f € Z'(T'y, Li(C)), sea f|Woo’a7a/ € ZY (T, Lg(C)) el cociclo definido por

FIWeoaw (V) = flawTtige) - Haa - (V.1.4)

Si f € BY Ty, Li(C)), entonces la igualdad (1 — pyu')u = p(l — ) implica que
f ‘WOO,M/ es un coborde. Queda determinada una transformacion lineal

Woo,a,a’ : Hl(ra’aLE(C)) — Hl(FmLE(C)) )

para cada par de representantes a y a’ tales que [am] = [a’]. Denotamos por Wy, el
endomorfismo inducido en H:

(fa’)a’ Woo = (fa’ Woo,a,a’)a .

Observacién V.6. La definicién de W 4 o no depende de la eleccion de i, . Sea v =
Voo € B* tal quedet (1) < 0y @0* = v 'a’O* ysea i = pig. Sea f € Z1(Ly, Li(C))

y sea g el cociclo en Ty dado por g(v) = f(uyp™') - p. La igualdad va0* = pao*
implica que u~'v € T'y, con lo cual, por la expresién (V.1.2),

fow™) v =g((w'v)y(w'v)™) - (u ')
=g(y) — 9w v)-(1—9) € fluyp™") - pu + B' (Lo, Li(C)) .

Por la Observacién V.6, la igualdad [m]? = [1] en C1"(F) implica que W, es una
involucién en H. Si [am] = [a/] entonces [a'm] = [a]. En particular, W2 es diagonal y
esigual a Wy o © W oo €n la componente correspondiente a a. Tomando pty o = ,u;i,
en la definicién de W « 4, se deduce que W2 es la identidad en cada componente.

Por medio de W, podemos descomponer el espacio H como suma directa de auto-
espacios para la involucién: H = H™ @ H~, donde

H* = {feH:f|Woo:j:f}.

Teorema V.7 ([32, Propo. 4.4]). SiES™ : S (M) = HT denota la composicion de ES
con la proyeccién en el autoespacio H', entonces ES es un isomorfismo de C-espacios
vectoriales.




83

V.1.3. Accién de Hecke en cohomologia

Sea p un ideal primo de or que no divide a D91 y sean a y b representantes que
cumplen con [b] = [ap~']. Si f € S (9,b), el operador de Hecke en f,

Tf=> fl=,

define una forma en S (M, a), donde la suma se realiza sobre representantes de ©(p)a,p-
El grupo I'y actia derecha sobre este conjunto. Si w € O(p)ap y 7 € I'y, existen
Wy € O(P)ap ¥ 0 € I'p tales que

WY = 0@, . (V.1.5)

Asi, en analogfa con la definicién de T, se define, dada f € H'(T'y, Lk(C)), un elemento
T(p)f del grupo H'(T'y, Li(C)) como la clase del cociclo

T(p)f =7 = Y f(0=)™ (V.1.6)
Observaciéon V.8. La expresién (V.1.6) define un cociclo en Z'(T,, Ly(C)). Dadas
7,7 € Ly,
@ (7y) = (0) v = (57.7.«'6;7) (y )y

wH Yo,

las permutaciones determinadas por 7y y por 7' y, ademads, si denotamos 67 al elemento
que verifica w (yy') = 6w, , vale que 62 = 5“’57/37' Entonces

(T(p)f) (v) = Z f(dw(%m) (@y)y = Z f(0) - 51,37 () + f(5;7) (@ )y

- (Z f(0c) - wv) Y+ D ) (=)
= (TN A + (TE))E) -
Si f =0z € BY(Ty, Ly (C)) ,

(T(®)f) () = Zx'(l_éw)wv = <Zx'wv> N Zx-w7

w

_ (Zf’f'w>'(1—7)-

w

para ciertas d, 0. € I'y . En particular, la permutacién @ + ., es la composicion de

Las transformaciones T'(p) : H'(T'y, Ly(C)) — H'(Ty, Lx(C)) inducen un endomor-
fismo T'(p) en la suma directa H, que, como los operadores T}, en formas cuspidales,
permuta las componentes.
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Proposiciéon V.9. Con estas definiciones,

T(p)(ES(f)) = ES(Zf) .
para toda f € SP(M).

Demostracion. Sean a, b tales que [a] = [bp].
be / Z fb|kw'y = /7 ! Z @ 0(fo) - @,
@y~ o dz' @m0 )
= / v(fe) - @y = Z (/ o(fe) — / U(fh)) " Wy

Wy TO 70

2
Z(/j " o(fe) + e w>-ww—2pw¢ww-

La ultima igualdad es cierta modulo cobordes, donde 7 = Wty y pw = f:om) o(fs) -
Pero, entonces, dado que 0w, = @,

o 1
S(BA)0) = 3 / 0(fo) -y — @+ (1—7) = T(p)(ES(£))(7) .

conz =3 _ [ o(fy) @. O

Proposicién V.10. Los operadores de Hecke T(p) conmutan con la involucion W.
Es decir,

P (W) = (T()f)|Wee .
para toda f € H.

Demostracion. Supongamos que [a] = [bp], [am] = [@'] y que [bm] = [b']. Entonces
[a'] = [b'p]. Sea f € H'(T'y, Lg(C)) . Por un lado,

T(p) (f|Waoper)(7) = Z ([ W) (0) - w0 = Z S (10, 0ot ) + o 0 -

w w

Evaluando en el orden inverso,

(T<P)f) |Woo,a,a/ (7) = (T(p)f) (/La,a/’%u;;') * Ma = Z f(dz’) : YDZy/,ua,a’ )

donde w’ recorre un sistema de representantes de ©(p)yp, 7' denota el conjugado
Y = paw Y, v € T y los elementos &, € Ty son tales que @'y’ = &' @, . Pero

Y AV / —1 / _ —1 s/ —1 /
wy = 5w/w,y/ 4 (Mbvb,w /,La’a/)’)/ = Iu/bvb,(sw//,éb’b/ (/,th/w,y/,ua’a/) s
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~

con p;é,dgﬂ,ub,b/ € I'y y la aplicacion w ub,b/wu;;, es una correspondencia ©(p)qp —
O(p)ww - En definitiva,

Z f((s'/w’) ' w,y/ia,a’ = Z f(,umb/(swub_’é/) e WOy

lo que concluye la demostracion. O

Corolario V.11. Elisomorfismo EST : SF (M) = @, H'(La, Lr(C)) " es equivarian-
te respecto de la accion de Hecke.

V.1.4. Comentarios acerca del método indefinido

En base a los resultados enunciados anteriormente, concluimos que es posible realizar
los espacios de formas cuaterniénicas SP (91) en la cohomologia de los grupos I'y. Ex-
presar este pasaje en forma algoritmica presenta sus propias dificultades. Para concluir
la descripcion del método indefinido, mencionamos algunos de los pasos involucrados y
los problemas que presentan. Se puede encontrar una descripcién més detallada en [21].

Asumimos dadas instancias concretas del cuerpo F' de grado n, del dlgebra B/F de
discriminante ® que ramifica en n — 1 lugares arquimedianos y del ideal 91 coprimo con
el discriminante. La primera reduccién consiste en hallar un splitting de B, es decir,
una extensién galoisiana K/F', de manera que B ®p K ~ Mayo(K). Todos los célculos
se realizan, entonces, de manera exacta sobre el cuerpo K. Restringiendo a los modulos
Li(K), la accién de los operadores de Hecke se determina en el K-espacio vectorial

H = @ H'(To Li(K)) .

Para poder llevar esto a cabo, es necesario hallar una descripcion de este espacio en
términos de alguna base conveniente.

Supongamos dado, entonces, un orden de Eichler O de nivel 91 en B. En primer
lugar, se obtiene un sistema de representantes {a} de las clases estrictas. Esto se realiza
con el requerimiento adicional de que los representantes sean integros y coprimos con
el discriminante ®© y con el nivel §. Habiendo hecho esto, se busca un conjunto {/,},
de ideales del dlgebra B tal que

I, CO |, Oir(ly) =0 y nrd(l,) =a

para cada representante a.> Notamos que, entonces I, = a0nNB para algin a € O y
que los 6rdenes “companeros” O, estan dados por

Op = Opy(1y) -

Sver [48, Ch. II, Thm. 2.3] y [29, Lemma 7.2
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Usando los algoritmos descriptos en [50] se pueden hallar presentaciones I'y =
(Sa|Ra) finitas minimales para cada representante a junto con una solucién al pro-
blema de la palabra para dichas presentaciones. Este es el paso més costoso,® pero es
lo que permite realizar los calculos de manera explicita.

V.2. Método definido

Sea B/F un é&lgebra totalmente definida y sea O C B un orden de Eichler. De-
notamos por Z (O) el conjunto de ideales (invertibles) I de B cuyo orden a derecha
es Ouer(I) = O. Sea H = #Cl,,, (O) y fijemos un sistema de representantes {I;}; de
las clases a izquierda. Dado un ideal I € Z (O), denotamos por [/], tanto su clase en
Cli,, (O), como la funcién caracteristica de la misma. El estabilizador de un ideal I es
el grupo

—{beB* : bl =1} = O (I)* .

Los elementos centrales contenidos en este grupo son precisamente I'y N F* = 0. Las
inmersiones reales de F' determinan una inclusion discreta en un compacto:

Tr/of < BL/Z(R) ~ (S°)"
de donde se deduce que
wy = |F]/0;“ < 0.

Todo ideal invertible de B es localmente prln(:lpal y la corresponde(na BX / Ox 51 (0)
estd determinada por I = aONB.7 Sean & Qg € B* tales que I; = atOﬂB Sil = aOﬂB
escribimos [@O*] para indicar la clase, o bien la funcién caracteristica en B*/O*,
correspondiente a [].

Una forma modular cuaterniénica para B de nivel O y peso k es una funcién f :

B*/O* — W,(C) tal que
f(ad”) = f@o )y

Alternativamente, una forma modular es una funcién f : Z (0) — Wy(C) equivariante
respecto de la accién a izquierda de B*. Esta equivalencia permite dar una descripcion
alternativa de los operadores de Hecke.

Segun (IV.5.2),

(T, f)(@0*) Zf ~10%)

°[21]
Tver § I1.7
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Fijado @0, para cada 7, existe un tnico ¢ € [1, H] tal que [a7; '0*] = [a,0*]. Existe,
entonces, un elemento p; € B* que verifica
pia7 'O* = §,0% (V.2.1)

Entonces podemos comprobar que

H

(T,f)@0°) = Y ¥ f(@0*)" [@0|@z;'0").

t=1 1

Si pi € B* cumple con (V.2.1), entonces pi_l&t(’A)X = pfl@téx, lo que significa que p;
y p difieren en una unidad del orden O; = O, (1;):

p; € Tipi .
Sea 7 € J(p), es decir, # € O que cumple nrd(7) € . Como antes, existe un
tnico t € [1,H] y un p € B* tales que parn —10% = (’) El elemento p es tnico

modulo multiplicar a izquierda por I';. Notamos que
p € a,0°7a' n B*.
Llamamos I = a0 N B, I, = &t@ N B y definimos
L=1II7'p=a0a;pn B = (ada')(@ra ) n B.

Cambiando p por p' € T'yp, se obtiene el mismo reticulo L en B y cambiando 7 por
7' € O*7, también. Este reticulo de B (no necesariamente es un O-ideal a derecha)
cumple:

Oig(L) = Opy(I) , L C Oupy(L) y nrd(L) =1p.

Reciprocamente, si L C B posee estas propiedades, entonces L = (&(5@_1) (ara~')NB
para cierto 7 € J(p). Desandando los pasos previos, vemos que existe un unico ¢t € [1, H]
tal que [a710%] = [4,0%] y existe un p € B* tal que par 0% = a,0%; es decir,
p €O Fa 1y

L = (@0a;") (a,0F7a YN B = IIp.

Para expresar la conclusion del argumento anterior de manera simple, introducimos
la siguiente notacién:

O(p) = O\I(p) = (5*\{% €O : wd(7) eﬁﬁ}x} ,
R(I), = Ft\{p e LI nrd(II71p) = p} y

Z() = {L C B reticulo completo : L C O,,y(L) = Opy(I), nrd(L) = p} :
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Entonces, obtenemos biyecciones

Op) « | | Z(I) < L(I), (V.2.2)

t=1
dadas por 7 € J(p) — I'yp —~donde ¢t y p € B* cumplen que pa7 10" = §,0*— v por

pis L=1I""p.
Usando las biyecciones (V.2.2), para cada t € [1, H] podemos reescribir

ZfM* 0")(@ = > f@O )y = Y f(L)

Zo(I): Zo(1);

Las sumatorias de la derecha, son sobre representantes de Z,([); y, como vale que
fI)Y» = fOUL)P = f(I)P, si A € T, entonces las mismas estdn bien definidas.
Reemplazando ideles por ideales, obtenemos la siguiente expresion para Ty:

Z > FWyy (V.2.3)
t=1 Zy(D):

Buscamos ahora una expresién para T, en términos de ideales en Z (O). Definimos
el siguiente conjunto asociado a I € Z(0):

Fo(I) = {JEI((’)) :J D, nrd(I):p~nrd(J)} .

Este conjunto estd en biyeccién con %, (1) via: (L +— L7'I) : 4(I) — Z,(I). Por otra
parte, la composicion | |, Z,(1); = £ (1) — (1) estd dada por

Twp — I p s (IL7') ' = p7'L,

Asi, concluimos que

H
(LA =D > flp™'L) = > f(J (V.2.4)
t=1 2y (1) JETp(I)
Sik+#(2,...,2), toda forma modular para B de peso k determina una forma cus-

pidal via la correspondencia de Jacquet-Langlands. En este caso, definimos Sf N) =
M (M). En cambio, cuando k& = (2, ..., 2), no toda forma f € ./\/l(2 .2 (M) tiene
asociada una forma de Hilbert cuspidal. A continuacién, definimos el espacio de formas
cuspidales de peso paralelo 2 para un algebra de cuaterniones totalmente definida y
demostramos que los operadores de Hecke T}, p 1 D9 son normales.
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Peso paralelo (2, ..., 2)

Sik=2=(2,...,2), el GLy(C)"-mdbdulo W} (C) es, entonces, trivial y una forma
modular f € MP (9) es, simplemente, una funcién f : Z (O) — C constante en clases
de isomorfismo, es decir, f(bI) = f(I) para todo b € B*. Un ejemplo sencillo de forma
modular de nivel O y peso 2 estd dado por la funcién caracteristica de un ideal, [I].
De hecho, si {I, ..., Iz} es un sistema de representantes de las clases a izquierda, el
conjunto {[I1], ..., [Ix]} constituye una base de MZ ().

Pasamos ahora a los operadores de Hecke. Tomando f = [I] en (V.2.4), obtenemos

(T,N)(I) = Z [1(J) . (V.2.5)

JET(I')
Lema V.12. Dados ideales J,J € I (O),
J e ())& ptleF(J).

Demostracion. Si J' € Fy(J), entonces J' O J y, en particular, JJ ' C Ouy(J').
De esto se deduce que J'J~' = (JJ )™ = ned(JJ )L TT 7 C pt Oy (J'). Esto
quiere decir que (p~'J)~' € J'' y que J' C p~'J. Reciprocamente, si p~'J € F(J),
entonces J' C p~'J y, en particular, J'(p~1J)"! C O,(J). De esto, se deduce que
JJ 7 (JTY) T = ned(J'J7Y) T = pJ'J-1 Pero esto es igual a J/(p=1.J)"!
que estd contenido en O, (J). Asi, JltcutyJgcJ. ]

Observacién V.13. Como consecuencia del Lema V.12, dados I, I’ € Z(0O),
{b eB* :bp e %(1’)} - {b eB* b e %(1)} .
En particular,
{re gy s g~ 1} wper = [{pe B bpir e Z) Ty | wpes
op\{be B v e (N}

— HbeBX cbptl e %(I’)}/UF

_ ’Fp\{be B : b\ e 9,,(1)}( wp = HJG Fy(I) - JNI’H Cwp

En MZ (M) definimos el producto interno

(V.2.6)

Con esta definicién, la base {[/1], ..., [Ix]} es una base ortogonal.
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Proposicién V.14. Dados ideales I,1' € Z (O),

(Lo~ 11, (1) = (U], T[17) -

Demostracion. De (V.2.5), deducimos que

(T~ 1, (1) :( > [p—lf](J))wip y (], T,[I') :( 3 U/}(Jf))wi[_
JEA ) JETy(D)

Estas dos expresiones son iguales por la Observacién V.13 y porque w; = wy-1;. O

Dado un ideal primo p C op tal que (p,®N) = 1, podemos definir el operador
diamante, (p), como el operador asociado a p por (IV.5.2), donde p € F* es el idele
dado por un uniformizador p € og, en el lugar p y por 1 en v # p. En un elemento de
la base, esta dado por

(pII] = [pI] .

Estos operadores son centrales. Ademas,

Lo que muestra que los operadores de Hecke constituyen una familia de operadores
normales que conmutan entre si y, por lo tanto, se diagonalizan simultdneamente.

Observacion V.15. Recordemos que los operadores diamante actian trivialmente en
formas modulares elipticas para los grupos de congruencia I'o(N) y notemos que esto
no sigue siendo cierto en la situaciéon analoga cuando #CI1(F') > 1.

La funcién constante eg = -,y [/] = 1 es una autofucién para 7T;:
Teo = > (X 1)1 = (Ne+1) D11
1 un Jenl) (']

También es una autofuncién para T, pues (p)eo = >y [pI], pero I — pI es una
permutacion de las clases en Cl,,, (O).

Definicién V.16. Una forma modular cuaterniénica f € Mg () se dice cuspidal, si
f es ortogonal al subespacio generado por la forma eq.

7O = {f e MF () : (fre) =0} .
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